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第 一 章 解 的 存在 性 


l-1 5 


一 个 俩 微分 方程 ， 顾 名 思 义 ， 是 一 个 含有 偏 导数 的 方程 . 当 
然 ， 导 数 是 对 多 于 一 个 变量 的 未 知 通 数 求 的 (如 果 函 数 是 已 知 的 ， 
我 们 可 以 求 出 导数 从 而 它 就 不 再 出 现 了 .如果 未 知 函 数 只 依赖 于 
一 个 变量 , 我 们 就 把 方程 叫做 常 微分 方程 ). 最 简单 的 偏 微分 方程 
是 


mt 


dule, y) _ o a 
“Ses =0 (1-1) 
EPR A ae we RMT RPE wz，y。 方 程 (4 的 解 显 然 是 
uls, yy=9) (1-2) 


其 中 9( 幼 是 任意 的 只 依赖 于 % 的 函数 . 尽管 这 个 例子 十 分 简单 ， 
但 是 我 们 还 是 应 该 更 为 仔细 地 考察 一 下 、 首 先 ,方程 (1-]) 的 “ 解 
指 的 是 什么 呢 ? 你 们 会 说 :“ 那 是 显然 的 ; 我 们 指 的 不 过 是 一 个 函 
数 wz,y)， 当 把 它 代 入 方程 (1-1) 时 , EATERY.” (A 
考 立 即 得 知 会 出 现 一 些 问题 ,虽然 对 于 这 个 特殊 的 方程 来 说 , 这 些 
问题 是 容易 解决 的 . 

我 们 恰恰 不 能 把 任何 所 提出 的 解 代入 方程 (1-1): 因为 我 们 首 
先 要 对 这 个 解 进行 微分 。 因此 ,为 了 使 得 wz， 幼 是 方程 (二 也 的 
一 个 解 而 必须 加 在 ule, y) 上 的 第 一 个 要 求 是 w(z, y) RART” 
的 导数 . 第 二 个 要 求 , 方程 人 4- 在 y 的 哪些 值 上 成 立 呢 ? 是 
所 有 的 实数 值 呢 , 还 是 一 部 分 呢 ? 无 疑 这 是 必须 规定 的 . 其 次 , 让 
我 们 来 考察 一 下 我 们 的 “ 解 一 一 等 式 (1-2). oy) ÆA ER R 
数 类 呢 ? 它 一 定 具有 关于 y 的 导数 吗 ? 或 者 它 其 至 可 能 是 间断 的 
Nor 或 许 它 根 本 不 必 是 一 个 普通 意义 下 的 函数 , 而 是 一 个 记 谓 的 


e l œ 


(分 布 ? 昵 (如 果 你 从 未 听 说 过 “分 布 "这 个 名 词 , 那 对 最 后 一 个 说 法 
就 不 必 去 理 它 ). 

另 一 个 值得 注意 的 事实 是 不 管 我 们 允许 的 是 什么 样 的 函数 
X, 方程 (1- 了 将 会 有 许多 解 。 如 果 想 要 一 个 特 解 , 那么 我 们 必须 
规定 附加 的 限制 或 “边界 条 件 ”. 

最 后 ， 上 述 一 切 的 结果 是 ， 有 了 一 个 偏 微分 方程 ， 我 们 还 必 
须知 道 该 方程 在 什么 地 方 适用 , 什么 函数 类 可 以 作为 解 。 这 方面 
的 资料 通常 是 由 导出 该 方程 的 应 用 学 科 所 提供 的 ， 但 是 有 一 些 重 
要 的 情形 , 即 从 应 用 来 说 “边界 条 件 ” 是 什么 还 不 清楚 时 , 那 就 必须 
通过 对 方程 的 研究 来 决定 “边界 条 件 ”， 然 后 用 它们 来 确定 在 应 用 
中 “有 意义 ”的 那些 情况 ， | 

不 用 说 ， 可 以 凭空 设想 出 来 的 偏 微分 方程 (和 方程 组 ) 的 数目 
是 无 穷 多 的 ， 在 应 用 中 提出 的 方程 的 数目 也 是 不 小 的 .经 验 已 经 
向 我 们 表明 稍为 修改 一 下 方程 (例如 改变 某 一 项 的 符号 ) 就 可 能 使 
解 在 性 质 上 完全 不 同 , 也 就 要 用 完全 不 同 的 方法 ,去 解 这 些 方程 
这 就 使 问题 变 得 复杂 了 ， 所 以 对 以 下 情况 不 必 感 到 惊讶 , 即 , 到 目 
前 为 止 我 们 距离 系统 地 处 理 偏 微分 方程 还 差 得 远 呢 、 充其量 , 现 
在 的 知识 水 平 可 以 说 只 是 积累 了 在 特殊 情形 下 所 用 的 特殊 的 方法 
(用 “技巧 ”这 个 词 甚 至 更 为 恰当 )， 因 此 任何 偏 微 分 方程 的 论著 ， 
不 论 它 多 么 广博 ， 一 定 只 能 限于 一 个 相对 说 来 是 较 小 的 课题 范围 
内 . 

我 们 选 定 要 讨论 的 主要 是 线性 偏 微分 方程 ， 因 为 它们 最 容易 
处 理 . 包含 一 个 未 知 通 数 ws, ++, Da) 的 最 一 般 的 线性 偏 微分 方 
程 可 以 写成 如 下 形式 : 


gute + uny 


1 bot — ere — 
Bybee nm Qin, yn (41, 3 La) ox. . Onin fla, ; Ln) (1 3) 


其 中 求 和 是 对 所 有 的 非 负 整数 ui t, HUn 进行 的 ， 而 Cu n AF 
是 给 定 的 函数 (因为 我 们 至 今 还 没有 定义 什么 叫 线性 方程 , 所 以 也 
可 以 把 方程 (1-3) 作 为 线性 方程 的 定义 ). 

任何 打算 研究 偏 微分 方程 的 人 只 要 让 他 看 看 方程 (1-3) 就 可 


能 望 而 生 因 了 (如 果 方 程 (1-3) 没 有 起 到 这 样 的 效果 , 那么 我 们 在 
以 后 不 会 做 得 好 些 ). 但 是 一 旦 我 们 经 受 住 这 最 初 的 冲击 , AT 
会 明白 : 写法 上 稍稍 缩短 一 点 就 有 许多 好 处 .例如 ,如果 我 们 令 几 
表示 多 重 指标 人 = (ur …, jw)， 其 模 为 |u| uate ten, LR 
@ RIRE EL ar, ++, Ga), 并 记 

D! = 


那么 方程 (1-8) 就 变 成 
B00) Drulw) =f @) (1~4) 


(1-4) Hw BITES. 

让 我 们 对 方程 (1-4) 考察 得 更 仔细 一 点 。 左 端 包含 一 些 项 的 
和 , 其 中 每 一 项 都 是 一 个 系数 与 4 的 一 个 导数 的 乘积 ， 我们 可 以 
把 它 看 作 是 作用 在 w 上 的 微分 算 子 A, MA, 我们 可 以 把 方程 
(1-4) 更 简单 地 写作 | 


其 中 


girl 
OO 人 Or 


Au=f | (4-5) 
A= > a,(#).D* (1-6) 


Pee 
算 子 4 称 为 线性 的 ， 因 为 对 于 所 有 的 函数 ww 和 所 有 的 常数 
Qi, Ga, 
A (aUi + aata) = 004A (u1) + 9A (ua) (1-7) 

成 立 . BART 4 是 线性 的 ,所 以 方程 (15) 叫 做 线性 方程 . 

关于 方程 (1-4) 的 解 我 们 指 的 是 什么 意思 呢 ? 因为 方程 中 包 
含 一 直到 m 阶 且 包括 m 阶 在 内 的 导数 ， 看 来 要 求 这 些 导数 存在 
且 连 续 ， 而 当 把 它们 代入 方程 (1-4) 时 等 号 成 立 这 是 十 分 日 然 的 ， 
我 们 硫 把 这 作为 目前 的 解 的 定义 .后面 , 我们 将 发 现 , 对 于 解 的 这 
个 定义 进行 重大 的 修改 ,如果 说 不 是 必须 的 话 也 是 方便 的 . 

我 们 要 求 方程 (1-4) 在 什么 地 方 成 立 呢 ? 显然 ， 方 程 应 在 
(a1, +, Sm) 空间 的 某 个 子 集 8 中 成 立 ， 这 个 子 集 必须 具体 规定 . 
当然 ,为 使 ww(2) 的 适当 阶 的 导数 有 定义 ,4(2) 必 须 在 8 的 每 一 点 
的 邻 域 中 有 定义。 因为 我 们 要 求解 在 2 中 有 直到 m 阶 的 连续 导 


eo 3 eo 


数 ， 我 们 应 当 给 这 种 函数 集合 一 个 名 称 . 我 们 用 Bt 表示 nx- 维 举 
标 空 间 . 

定义 1-1 设 Q 是 "中 一 个 集合 .我 们 用 0m"(8) 来 表示 在 中 
每 点 的 邻 域内 有 定义 且 存 OPA AWE <m 的 各 阶 连续 导数 的 
一 切 辫 数 的 集合 。 如 果 对 于 每 个 m， 函 数 久 都 属于 OO), um 
叫做 无 穷 次 可 微 的 , 而 且说 成 是 属于 C”(2) 的 , 即 


CO” (Q) = No” (Q) 


对 于 m=0, 我 们 记 作 CCQ) =C°O), RBA PRERE 
数 的 集合 . 


12 无 解 的 方程 


关于 方程 (1-4) 可 以 提 的 第 一 个 问题 是 ， 在 一 给 定 的 集合 Q 
中 (1-4) 是 否 有 解 ， 为 使 得 我 们 的 环境 尽 可 能 有 助 于 说 明 问 题 , 我 
们 愿意 把 8 取 作 由 E 中 满足 | 
ite +o 
的 点 (zt …， zw) 组 成 的 球 马 ， 其 中 了 ERDER GE I, 叫做 球 
的 理由 是 明显 的 . ) 我 们 甚至 愿意 假定 函数 上 和 4 的 系数 在 台中 
是 无 穷 次 可 微 的 ( 即 它们 属于 Ce (2). 在 这 样 的 条 件 下 人 们 有 
理由 期 望 方程 (1-4) 保 证 有 解 存在 . 遗憾 的 是 事与愿违 也. Lewy 
(1957) (读音 是 Layvee) 发现 了 一 个 简单 的 例子 , 研究 一 下 这 个 例 
子 是 有 启发 性 的 . 
背景 是 三 维 空间 ， 用 z, y, 上 表示 坐标 (把 字母 z 留 给 另 一 个 
E). 方程 写 出 来 是 简单 的 ， 
Uz + iuyt 2 0— Yu= Fr, y, £) (1-8) 
有 必要 作 一 点 解释 ， 这 个 方程 的 系数 是 复 值 的 ,而 到 目前 为 止 , 假 
定 所 考虑 的 函数 和 系数 都 是 实 值 函 数 是 不 言 而 喻 的 ， 下 面 的 考虑 
澄清 了 这 个 问题 . 
假定 我 们 允许 了 在 下 列 意义 下 是 复 值 的 ， 存 在 两 个 真正 的 实 


» 和 让 


RR Sa, y, HM Sale, y, DE fHfitife, MIWA 
FRAS M fa 之 间 不 必 右 什么 联系 ， 对 于 任何 的 解 4% 我 们 也 作 
同样 假定 。 那 么 ,方程 (1-8) 等 价 于 方程 组 
| | Ute — Ugy — 2TUat — 2YU1: =fi (1-9) 
Uart Ugy + 200; — 2yua: = fa (1-10) 
这 个 方程 组 中 只 含 实 值 函 数 . 这 是 两 个 未 知 函 数 两 个 方程 的 方程 
组 ， 因此, 方程 (1-8) 正 好 是 方程 (1-9) 和 (1-10) 的 一 种 简写 .， 方 
程 (1-8) 是 个 方程 组 这 一 事实 并 不 是 使 得 (1-8) 无 解 的 一 个 因素 . 
我 们 还 将 举 出 一 个 带 有 实 的 了 和 实 系数 的 无 解 的 单个 方程 的 例 
T. 
现在 回 到 方程 1-8). XT fie A-8), 我 们 引进 复 变 量 z= 
ctiy, HA ule, y, t) Æ z F tR. (24 ui E Cauchy- 
Riemann 方程 


Ute = Ugay, Uty = — Uge (1-11) 
Us t Wy =0 (1-12) 
时 , u 才 是 > 的 解析 函数 ， 
为 了 进一步 简化 , & 


或 简写 为 


QU, = Us— iy, Ds = Ug itty (1-18) 

则 方程 (1-12) 变 成 : 
uz=0 (1-14) 
而 方程 (1-8) 变 成 | 
ws tim Tf (1-15) 


现在 令 O ERA ty <a, |t| <b, He Alb ERI ERIE 
数 . 我 们 将 证 明 存 在 一 个 JEC” CQ) t A (1-8) ZE C7 (Q) 中 无 
解 . 因为 & 和 2 是 任意 的 , 由 此 可 知 对 于 任何 了 >>0， 方程 (1-8) 在 
Èr 中 无 解 ， 
为 实现 我 们 的 证 明 , te Yl, +) 是 两 个 实 变量 c, t 的 连续 可 
TARR, Wo, DEEE O<o<a, |t| <b 外 等 于 零 . > 
p(x, y, D =YP, t), p=2*+y7 — 


注意 到 2 Ew, y, tS PAE Sy, HE OST SE. HB 
链 法 则 , 我 们 有 

Pels, y, t)=21,(p, t) (1-16) 
现在 我 们 假定 方程 (1-8) 在 2 中 有 一 个 解 ww， 那么 


省 (us teen) pda dy dt = + fff fp de dydi 
a Q 
rp EA Ber BH. MAE ABET RBS (CS 
看 1-3 W), 我 们 有 
-一 1 B 
— | | (u (p: — izp) da dy di =- op cv co ct 
iit mii 
(因为 g 在 8 的 边界 上 为 零 所 以 没有 边界 积分 )、 由 等 式 (1-16)， 
这 就 变 成 
c 1 ef 
— |Join dyate= ||| fodzdydt (4-17) 
2 a 
现在 我 们 引进 坐标 p, O RNG o Ay, 其 中 
tan g= 


注意 到 dodd -dedy, 我 们 看 到 等 式 (1-17) 变 成 


D 3x fa 一 b 2x a 
-PE f uC, dpd | f fibdpag at 
(1-18) 
现在 我 们 令 ox 
U (p, $) -| zud (1-19) 


HARE f FOR. 因为 由 也 和 2 无关 ,所 以 我 们 有 
-| | =a dpdé—a | | fldpdt 
YS EAL a BE IT EER od, 得 
| | (U,+iU,—af)ifidpdt=0 
下 一 步 要 注意 到 由 是 在 0<p<w, |t] <b ETERRA i E 


» 6 » 


HRR. 由 众所周知 的 论证 (参看 1-3 节 ), 得 到 


U,+iU,=af, 0<p<a, |t] <b (1-20) 
其 次 取 ,j =9 O, 这 里 g 是 只 依赖 于 二 的 光滑 实 值 函 数 , LS 
V (ep, 1) =U + aig (1-21) 
则 V,+iV,=0, 0<p<a, |t] <b 


Ru V 是 ptit ERA O<p<a, | 引 <2 LAM RR. AW 
uls, y, t)#E O<p<a, [#{<b 上 是 连续 的 ， 所 以 U (0, HEH. 
WA, 由 方程 (1-19) U (0, t)=0, 因此 
Re V(0,D=0, 4| <b (1-22) 
AAV #2 0<p<a, |t| <b 中 是 解析 的 , 而 且 其 实 部 当 p=0 时 等 
FS, 我 们 知道 可 以 越过 直线 p=0 XV 进行 解析 开 折 《人参 厦 任 何 
一 本 好 的 复 变 扼 数 方面 的 书 )， 特 别 是 斑 (0, DÆ] <b 中 是 二 的 
一 个 解析 画 数 ( 即 可 展 为 二 的 宪 级 数 )、 BÆ VO, 4) =oig(t). Al 
此 ,我 们 已 经 证 明了 : 当 了 只 依赖 于 tt 时, 为 了 使 方程 (1-8) 有 一 个 
AF, 则 了 必须 是 t 的 解析 函数 ， 例 如 , 如果 我 们 取 
e-Mt 1>0 
gD =4 co (1-28) 
则 了 有 各 阶 的 连续 导数 ， 但 它 在 i=0 的 任何 邻 域 中 不 是 解析 的 . 
因此 ,对 于 这 样 的 f 方程 (1-8) 不 可 能 有 解 . 
现在 我 们 可 以 给 出 一 个 无 解 的 “ 实 方程 的 例子 了 . 设 Au 表 
示 方 程 (1-15) 的 左 端 ， 设 4 表示 通过 对 A PA BS a 
而 从 4 得 到 的 算 子 . 那么 
AAu= T (thes + thy) + (Luyt — Yuz) + (s? +y’) Ute— iu, (1-24) 


RITE AAAI, 所 以 这 样 做 并 不 成 为 “ 实 " 方 程 ， 但 是 
我 们 有 


> ; 0 

AA=B-% zz 

其 中 B 是 一 个 实 系 数 的 线性 算 子 .因此 
AA(AA) = (B-is) (Bi =p? + 


现在 我 们 断言 方程 

B?ut Utt =f (1-25) 
当 fo! Tit g 是 出 方程 (1-23) A RREA. AA, mE u 
是 方程 (1-25) 的 解 , 则 v= 地 AAA w 就 应 是 方程 (1-8) 的 解 , 与 


前 面 得 到 的 结果 矛盾 ， 这 个 例子 是 由 下 . Treves (1962) 给 出 的 . 

应 该 指出 直接 讨论 方程 (1-25) 要 困难 得 多 .允许 利用 复 值 函 
数 这 一 事实 带 来 了 巨大 的 帮助 . 在 研究 偶 微 分 方程 时 许多 别 的 情 
形 中 也 是 如 此 ， 


13 分 部 积分 


在 1-2 节 中 我 们 利用 了 一 个 初等 的 但 是 非常 有 用 的 技巧 ， 即 
分 部 积分 ， 为 了 帮助 对 此 有 点 生 蔓 了 的 人 们 ， 我 们 在 这 里 复习 一 
下 . BQ E 中 具有 分 片 光 滑 边 界 的 开 连 通 集 ( 区 域 )， 这 就 是 
BQ 的 边界 24 由 有 限 执 曲面 组 成 ， 其 中 每 一 氮 了 大计 都 可 对 某 个 
JEER 
s= h(a, ee, Bit, jti; 07%, En) 
函数 及 具有 连续 的 一 阶 导数 .8 的 闭 包 了 是 及 其 边界 88 的 并 
R. Re QE BAN, 即 2 包含 在 某 个 及 充分 大 的 球 > 中 . 如 
果 FEO), W 
| 于 dz=| fyrdo, 1<k<n (1-26) 
其 中 az=cdo dEn, Yu 是 vx HA OQ 的 外 法 向 间 夹 角 的 余弦 ， 而 
do 是 602 上 的 曲面 微 元 (注意 我 们 只 用 一 重 积分 号 来 表示 一 个 
体积 分 ; HES n PASS AR, ) 有 许多 名 称 几 与 等 式 (1-26) 
相 联 系 ， 包 括 Gauss 定理 ，Green E, Stokes 定理 , METAS 
等 . 至 于 (1-26) 的 证 明 , 我 们 介绍 大 家 去 看 任何 一 本 好 的 高 等 微 
积分 的 书 , 例如, Spivak (1965) 的 书 . 
现在 假定 尺 和 %? 在 8 中 有 连续 导数 而 且 尺 和 % WATE OQ 上 
e 8 à 


STS. 根据 (1-26) ,我 们 有 


| u 2? d= —| vdz,1<k<n (1-27) 
Q OL, Q Ory 


这 就 是 1-2 节 中 所 用 的 公式 . 这 是 一 个 很 方便 的 公式 ， 因 为 它 多 
许 我 们 把 求 导 数 从 一 个 函数 “ 搬 ” 到 另 一 个 函数 上 去 ， 它 是 如 此 之 
方便 以 致 所 有 研究 偏 微分 方程 的 人 的 第 一 条 普遍 法 则 是 ， 当 你 不 
知道 下 一 步 该 做 什么 时 , 那 就 分 部 积分 ， 

等 式 (1-27) 有 一 个 特点 , 就 是 带 一 个 负 号 , 这 个 负 号 似乎 是 无 
害 的 ， 但 却 使 得 搞 偏 微 分 方程 的 人 化 在 它 上 面 的 精力 比 化 在 任何 
其 它 单个 的 因素 上 的 精力 都 要 多 .然而 有 一 种 方法 可 以 免 去 这 个 
负 号 ， 这 种 方法 如 下 ， 如 前 面 商定 过 的 那样 , 我 们 可 以 允许 复 什 
函数 ， 只 要 我 们 认为 其 实 部 和 虚 部 不 必 有 任何 联系 并 且 容 易 验 
WEEK 1-26) 和 (1-27) 对 于 这 种 复 值 函 数 是 成 立 的 。 因此 ,如 果 
我 们 在 人 1-27) 中 取 w 一 元 且 令 


D,=—4 a (1-28) 
o k 
那么 我 们 有 
| uD,wds = | D,uw da (1-29) 


负 号 立即 消失 了 . 
这 就 要 求 稍稍 政变 一 下 1-1 节 中 所 用 的 记号 .现在 我 们 记 


— 7) EIAI] 
D* = Dp Dip = 0) (1-80) 


和 前 面 一 样 , 每 个 线性 算 子 可 以 写成 方程 (1-4) 的 形式 , 但 是 在 把 
KRA- 变 为 方程 (二分 时 ,我 们 必须 在 系数 前 乘 上 i HOE. 
在 1-2 节 中 我 们 考虑 了 一 个 形 为 | 
| Aug da 

的 表达 式 ， 并 进行 了 分 部 积分 ， 现 假定 4 是 由 方程 (二 4 给 出 的 ， 
4 的 每 个 系数 w (2) 都 属于 COm"(9) ,还 假定 函数 2 也 属于 COm(O)， 
并 且 在 边界 22 上 及 其 附近 都 等 于 零 . 那么 我 们 可 以 重复 应 用 等 
st (1-29) 94 4 中 所 有 的 导数 据 到 zp 上去， 这 就 给 出 
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| Aup da = | A dg (4-81) 
其 中 i 
49= >) D*G,g) (1-82) 
(大 家 看 到 , 没有 负 号 ! ) 我 们 懒 于 去 把 微 商 算出 来 , 但 是 我 们 知道 
所 有 的 微 商 求 出 后 , 我 们 可 以 把 4 写成 如 下 形式 : 
A= Bb) Dr (1-88) 


因此 , A’ ER A 那样 是 一 个 线性 偏 微分 算 子 . 它 的 系数 OL RK 
BE 4 的 系数 及 其 导数 ， 我 们 把 A 称 为 4 RIG. RAR 
们 在 1-2 节 中 看 到 的 那样 ，2/8z 十 多 2/2 HERH ME 
0/O2—478/at : 
Sik u QO 中 的 连续 函数 ， 又 假定 对 所 有 在 边界 OQ 附近 等 
于 零 的 函数 pECO”(Q) 有 
| up do =0 (1-84) 


MARIS ue QPS TS. 因为 ,假定 有 一 点 zzoE4 使 得 
Re w(wo) >0. 因为 是 连续 的 , 所 以 在 ze 的 某 个 邻 域 中 , 例如 对 
F |z 一 zol <r 有 Re ua) >0, 其 中 
|a|?=af4+----+ae 

我 们 断言 可 以 找到 一 个 函数  €.0” (Q) 使 得 

p(2) >0, 对 于 |z 一 zo| <r 

p(x) =0, 对 于 |e—2o|>r 
暂时 假定 这 样 的 g 是 存在 的 ,我 们 注意 到 wp 具有 同样 的 性 质 、 因 
JE 


Re | up dæ>0 
但 这 是 和 等 式 (1-34) 矛 盾 的 . 类 似 地 我 们 可 证 明 任何 地 方 都 不 可 
能 有 Re u@) <0, 而 且 对 于 Imu, 同样 的 结论 也 是 成 立 的 .因此 
u=O0, 

为 了 构造 函数 m, 令 


œ j0 


jw) =aexp[(|e|?-1) 7], [e| <1 
一 0， {a | 1 
Hp a 是 一 个 不 等 于 零 的 常数 . 把 验证 je) EO~(B") 留 作 一 个 
习题 . 现在 我 们 只 要 取 9 (2) =9[ (@— 20) /r] AT T 
在 后 面 儿 章 中 ,知道 以 下 事实 将 是 有 用 的 . 设 0 是 一 个 有 和 界 
区 域 ,又 设 下 是 8 的 任何 有 界 闭 子 集 ， 那 么 存在 一 个 在 0Q 附近 
FTF YEO), 并 且 使 
Oxy (r) <1, EQ (1-36) 
(a) =1, sE K (1-87) 
KTHE Yy, 注意 到 存在 一 个 s>0， 使 得 从 五 中 任何 一 点 到 00 
中 任何 一 点 的 距离 总 是 之 8s (证明 留 作 习题 ). 设 KK. EE A ee OQ 
且 对 某 一 点 YE 五 满足 |z 一 y| <e R eR RER. EFA 
(1-35) 中 选 @ 使 得 


(1-85) 


| jc)dz-1 (1-88) 
然后 定义 由 为 


baer | j (22) ay (1-39) 
通过 积分 号 下 求 微 商 , 容易 证 明山 EC=(Z") (这 也 留 作 一 个 习题 )， 
ME, A eje 的 距离 小 于 s We 到 大 WR Sle, At ve 到 
K. HERR Se, 这 时 , EA 1-39) PRA RRE SFE, 这 就 证 
BIS pe) =0, Alt, y EI 附近 等 于 零 . Baek, W 


vane (Ye 
=| §@de=1 
因为 jz) > 0, — IDL, RIE Wa) 0 并 且 
yse 人 |。 r a= 


JOO UE HAT or A BE BY HE J 
回想 一 下 我 们 始终 假定 具有 分 片 光滑 的 边界 。 除非 为 有 
声明 ,今后 我 们 总 作 这 样 的 假定 . 


elle 


l-4 一 个 必要 条 件 


现在 我 们 已 经 看 到 一 个 线性 偏 微分 方程 不 一 定 有 解 ， 自 然 要 
问 哪 些 方程 是 有 解 的 呢 . 

为 了 解决 这 个 问题 , 设 2 是 Z" 中 的 一 个 区 域 , 又 设 4 是 形 为 
(1-6) 式 的 线性 算 子 ， 假定 给 定 了 一 个 定义 在 上 的 函数 1， R 
们 想 知道 方程 

Au=f (1-40) 
E Q REBAR AAR RE wee, 所 以 为 了 要 得 到 一 个 解 ， 
RF, 了 以 及 4 的 系数 ,需要 多 少 阶 的 光滑 性 我 们 就 假定 它们 
有 多 少 阶 的 光滑 性 .但 是 , 正如 1-2 节 的 例子 所 表明 的 , 这 样 做 是 
不 够 的 . 

因 为 我 们 不 知道 如 何 着 手 去 做 ， 证 我 们 从 另 一 方面 出 发 来 考 
虑 问题 . 我 们 假定 方程 (4-40) 有 一 个 解 ,， 再 来 看 看 这 是 否 蕴 含 着 
涉及 到 4, f 或 @ 的 什么 条 件 . 为 了 应 用 偏 微 分 方程 的 第 一 个 一 
BAM ( 见 1-3 45), RIE p 是 0O~(8) 中 任何 在 88 附近 以 及 在 
|s| 充 分 大 处 ( 当 0 是 无 界 的 情形 ) 等 于 零 的 函数 . 对 2 作 这 些 限 
制 的 理由 是 我 们 要 利用 等 式 (1-31) .注意 到 已 知 等 式 (1-81) 对 有 
界 区 域 是 成 立 的 . 但是, 若 8 EAN, RERE p Æ R ŽIR 
RSET ER ZE 外 为 零 我 们 还 可 利用 1-31). 因为 我 们 事实 上 只 在 
A ALK eh EAS). BET RDU ARR oF, ARENT, 
用 是 有 限 的 就 行 了 . 

C= (Q) HE 80 附近 而 且 在 某 个 2 外 等 于 零 的 函数 集合 因 
为 它们 很 有 用 ， 所 以 有 一 个 专门 的 名 词 ， 它们 被 称 为 检验 函数 ， 
一 般 地 , 一 个 函数 的 文集 是 使 该 函数 不 等 于 零 的 点 集 的 闭 包 . 因 
此 2 中 的 检验 函数 是 Co) 中 在 如 中 有 有 界 支 集 的 函数 因 
为 在 B” 中 的 有 界 闭 集 是 紧 集 ， 所 以 有 时 候 就 使 用 紧 支 集 这 一 术 

我 们 引入 记号 
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(u, v) =| u@o@) da (1-41) 


因此 , sk (1-29) 就 变 成 
(u, Dw) = (Dyu, v) (1-42) 


EN ZE Te] BI] ESR 1-41) , RG Sh I-31), BATA 
(f, p) = (Au, 9) = (u, A’) (1-48) 


(注意 我 们 假定 4 的 系数 是 属于 O”) i). 因此 , 由 Schwarz 不 
等 式 ( 兄 1-5 F) 
IF, Ml =|@, Ap) |< lell Agl 


其 中 jl? = Cu, 四 = Julrde 
由 此 我 们 立即 看 到 , 要 使 方程 440) 有 解 的 一 个 必要 条 件 是 
Cf, D1 <0 Al (1-44) 


对 于 2 中 的 一 切 检验 函数 g 以 及 某 个 常数 CO 成 立 。 (1-44) 是 否 
是 充分 条 件 呢 ? 为 了 和 弄 清 这 点 ,我 们 试 着 从 不 等 式 (1-44) 往 回 推 , 
要 这 样 做 ,我 们 需要 有 关 Hilbert 空间 的 一 些 事实 . 这 些 事实 综述 
在 1-8 市 中 (熟悉 这 些 事实 的 读者 可 以 路 去 1-5 市 不 读 而 直接 去 
ig 1-6 节 ). 


1-5 Hilbert 空间 的 一 些 概念 


我 们 回忆 一 下 复 Hilbert 空间 H HEX. 它 时 元素 u, v 
w, … 组 成 ， 对 于 这 些 元 素 定 义 了 加 法 运算 以 及 与 复数 《 纯 量 )a， 
B, Yə """ 相 乘 的 乘法 运算 使 得 


uty=o+u (1-45) 
(uty) +w=ut (wtw) (1-46) 
(a+ B)u=aut Bu (1-47) 
a(utv) =autav (1-48) 

a( Bu) = ap) u (二 全) 


存在 H 的 一 个 0 元 素 , 使 得 
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utO=u (1-50) 
对 于 H 的 每 一 对 元 素 u, 2, 定义 了 一 个 复数 ， 称 为 %, v 的 内 积 ， 
FF Bid fe Cu, v), 使 得 
(aut Bv, w)=a(u, w)+B(r, w) (1-51) 
(u, 2) = w, u) (1-52) 
(u, w) >0, HHA u=0 hf (u, u) =0 (1-53) 
这 几 条 是 不 完全 的 ， 但 让 我 们 暂时 停 一 下 并 考察 一 下 1-45) 
BY (1-53). 首先, 我们 注意 到 
Ou=0 (1-54) 


因为 , 由 (4-47) 和 (1-51) 有 
(Ou, Ow) = (ut (—1)u, Ou) = (u, Ou) — (u, Ou) = 0 
H (1-53), 就 证 明了 0w=0， 由 此 我 们 知道 
(0, u)=0 (1-55) 
因为 由 (1-54) 和 (1-51) 
(0, u) = (Ou, u) =0(Çu, w)—0 
类 似 地 我 们 有 
u+(—1l)u=0 (1-56) 
Aly, Wu, v Æ AER oR, w-51), (1-48), (1-49), 
(1-47), (1-54) fil 1-55), 我 们 有 
(u+(—lL)u, v) =Lw+(—1)u, v) 
= (lu+ (—1)u, v) 
= (0, v) =0 
取 2 一 ww 十 (一 1)w, 由 (1-53)， 我 们 知道 % 十 (一 了 w=0， 把 lw 加 
到 等 式 (1-56) 的 两 端 ,并且 应 用 (1-46), (1-47) , (1-54) 和 (1-50)， 
我 们 得 到 
u=lu (1-56a) 
由 等 式 (1-56) 我 们 看 到 可 以 定义 减法 . AW, Auto=wu, Il 
uto+(—-bv=w+(-Ds, AW, eK (46)，(1-56) 和 
(1-50) 有 u=w+ (—1)v. RMW (CHo wE —», Wie w+ 
(—1) v 记 作 w—v, MWE 1-49) 和 (1-54) 推 得 


e lis 


a0 =0 (1-57) 


如 果 我 们 令 | 一 Ge 
我 们 有 
[au] = | a} lul (1-58) 
lull >0, 4 u#0 (1-59) 
Jutol <j + lol (1-60) 
JutolP+ jw—vlj?=2|ul?+2[ 0]? (1-61) 
| Cu, v) | <ul oj (1-62) 


我 们 称 |u| 为 w 的 范 数 ，(1-60)，(1-61) 和 (1-62) 分 别称 为 三 角 
证 明 的 是 平行 四 边 形 定律 .从 (1-51) 和 (1-52), 因 为 
[u+ ol? = (eto, ute) =|ul?+@, v) +w, vu) + lol? 
|u—v|?=(u—v, u—v) = |ul?— (u, v) — (w, u) + lol? 
就 立即 推 得 平行 四 边 形 定律 ， 为 证 41-62), F EREA 
lawtv| = (autv, awtv) =la|*|wl?+2Re atu, v) + fo]? 


| clog) 00) /? 4 jg Lu, OL? 
jee] +See | + ol? -HT 


这 里 我 们 已 经 假定 4 关 0.。 E u=0, 则 从 等 式 (1-55) 立即 得 到 
(1-62) ,] 取 a 使 右 端 第 一 项 等 于 零 , 即 , a= — (v, u)/ hul”. 因此 


pl- Le So 


这 正好 就 是 (1-62), 一 旦 有 了 Schwarz AEN, MA BM 
lut+vl?= lvul?+2 Relu, v) + fol? 
< ful? +2ful lol + fol? 
= (Jul + ol)? 


推出 (1-60) 了 . 
最 后 , 还 有 一 个 公理 必须 加 到 (1-45) 到 (1-53) 这 几 条 上 去 ,这 
就 是 


H 是 完备 的 (1-63) 
所 谓 完备 就 是 指 : 对 于 A 中 任何 满足 
lw 一 uxl 一 0， 当 j,k 一 o0 时 (1-64) 
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的 元 素 序 列 {4u}， 存在 一 个 元 素 uC A, 使 得 
lm 一 好 | 一 0， 当 《一 co 时 (1-65) 
满足 (1-64) 的 序列 称 为 Qauchy FF), 注意 由 于 (41-60)， (1-65) 
蕴含 着 (1-64) ， 在 应 用 中 完备 性 是 非常 重要 的 . 有 时 候 , 我 们 将 
把 (1-65) 简 写 为 . 
U,— u FE AB, 4 kk oo A (1-66) 
现在 我 们 转 到 一 切 Hilbert 空间 所 共有 的 某 些 重要 性质 . 5 
是 HW—-P TR, ANT Wale a, 8, Hu, RTS h, W 
有 my 十 Bo RFS, WSKA H—-TTS. BS PET 
Cauchy FAAS S 中 的 一 个 元 素 ， 则 8 称 为 闭 ( 子 空间 )， 显 
然 Hilbert 空间 的 一 个 闭 子 空间 本 身 就 是 一 个 Hilbert 空间 . 
引 理 1-2 设 履 是 五 的 一 个 闭 子 空间 . 则 对 于 每 个 不 属于 及 
NueH, 存在 一 个 v€ 及 ,使 得 
|u—o] = glb|u—o| (1-67) 


证 明 4+ d=glbiu—wl], wEM. 于 是 ， 存 在 一 个 极 小 化 序列 
{wis OM, (E4 有 一 ce IY, |w 一 wl 一 4 从 (1-6 了 DD 我 们 看 到 
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4 | 到 Go 二 + |e, wt’ 


= 2(\u—wrl|?+ |w— wy?) 4d, 24 j, k— o k 
因为 去 (ww 二) CM ei et ML 所 作 的 假设 的 理由 ; 它 表明 在 
什么 地 方 定理 中 对 M 所 作 的 假设 是 可 以 减弱 的 ); 
4 |u—4 (ee + wd) | > 人 


因此 当 j, kook}, [wr w0. h H 的 完备 性 ， 存 在 一 个 
vEM, 使 得 jwx 一 vj>0， 这 就 意味 着 

[um—vl=lim|wu—wrl =d WEE, 
定理 1-8 投影 定理 KRMEAW-TAT SA. 那么 对 于 每 
ue H, 存在 一 个 2€ 以 ,使 得 (Ww 一 ,了 及 ) =0 CBN, HATS 
的 weEM, (u—v, w)=0), 
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证 明 HuCM, So=u, AI, KEIM 1-2 知道 , 存在 woE M 使 
juo] =d, d Æ uA MSR”. TE, Bw 40 是 好 的 任何 
一 个 元 素 , 则 对 所 有 的 复数 a, 
上 ae 一 ol 二 jw 一 一 aaol 
= ||ju—v|?—2Rea(u—v, w) + |al?|w)? 
特别 是 , 若 取 a=- 
上 式 还 是 成 立 的 ， 因 此 


|u—of?<u—oj2—2 Lew) |? Luma, w |? 


of 四 
因此 | (u—v, w) |?<0 
当然 , 仅 当 (u—v, w) =0 
时 这 才 可 能 是 对 的 、 因 此 以 一 M) = 0. HE EB, 


推论 I BAMAzAH, WHE A 中 一 个 元 素 wz0， 使 得 (tw 
M)=0. 
证 明 根据 假定 ， 存 在 一 个 不 属于 以 的 uE€ 五 ， 由 定理 1-3, F 
在 一 个 v€M, 使 得 (w 一 9, M)=0, Sw=u-v, BRw+0, 

H 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 了 是 且 上 的 一 个 复 值 函数 ， 它 满 
足下 列 条 件 : 
1. 对 所 有 的 复数 a, B6 以 及 u, ve 

F (aut Bv) =aFut BFv 

2， 存 在 常数 天 ， 使 得 


| Ful|<K|ul, “v€ H (1-68) 
我 们 定义 | 
g |E = tap LE (1-69) 


TES BI — PA AE AEM FRM PEE, BL, €H p 
u> u Bee Fur Fu, AY, h d-68) 

| F(,—u)|<K |u,—ull>0, 4 k-> oo 时 
定理 1-5 Frevhet-Riesz 定理 WA 上 的 每 个 有 界线 性 泛 
K 了 ,存在 一 个 元 素 fe 已 ,使 得 


a iT oè 


Fu= (u, f), v€ H (1-70) 
OH (F| = IF (1-71) 
证 明 BN RNA OCH AM Fe=0 Ho RRA. NE 
H WATZE. AA, mu, oT N, 则 对 所 有 的 纯 量 c，A 
Flaut Bv) =aFut+BFv=0, Aik, au+BoCN, mH, NÆH 
WATZE. AA, WMR ECN, 并 且 vwo, K 
| Fo] =| F (v— vp | SK v—n- 0, 4 b> œ 时 
Ave N, 
Wa N=H, > f=0, 很 容易 地 就 得 到 定理 的 证 明 ， MAA 
然 , 则 在 H 中 存在 一 个 w 关 0, 使 得 (w,W) =0( 推 论 1-4), FLL, 
Fw+0 H 
F (u—-p V) Fun, 
因此 ,对 于 所 有 的 vE 五 , wu 一 (Fu/Fw)w RFN., 特别 是 ， 这 意 
RE 


Fw=0 


(u Fu W, w)=0 


Fw 
a (u, w) = w]? 
因此 Fu=(u, Top Fe) 


如 有 果 我 们 取 f=wRw/ 201”， 这 就 证 明了 (1-70)， 为 了 得 到 等 式 
(1-71), 我 们 注意 到 , 由 关系 式 (1-70) 和 (1-62) 


Ful <[ file 
PORE T |F. 男 一 方面 , 若 在 (1-70) 中 取 w=f 我 们 有 
wll 
l¥fl< 
z if <i 


因此 , 定理 获 证 . 
BSE AW ATS. RAMEY SS 的 闭 包 ) 为 H 中 所 
ASCH HAS 是 中 的 元 素 的 极限 的 元 素 f 构 成 的 集合 ， 因 
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此 ,如果 丰 在 一 个 序列 {uJ ES, 使 得 

lw —fl->0 
则 fES， 显 然 SCS, FAAS 是 闭 的 , 则 SS， 容 易 验 证 SS 是 
H 的 一 个 团子 空间 , 并 且 是 包含 S 的 “最 小 的 ATEN. 
定理 1-6 Hahn-Banach 定理 设 5S 是 五 的 一 个 子 空间 ， X 
设 卫 是 S 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 , 它 满足 


[Ful<Kolul, «eS (1~72) 
则 存在 在 整个 鼠 ERA RR PEZ OG, 使 得 
Gu= Fu, uES (1-73) 
并 且 
|Gvu|<Kolv|, vE H (1-74) 


证 明 RRNA CAS bk. he. £ whas 而 且 
jew 一 着 ->0, > 
Ff = lim Fy, 

因为 |F (a,— 25) |<Ko lvr—ol—>0 
所 以 这 个 极限 是 存在 的 . CR PR A eA 9) ivw} 无 
关 , 因为 , 若 lo} 是 另 一 个 这 样 的 序列 , 则 

| Fo, — Pol = | Fox ve) | < Koll on — vrl 

<Ko(Ju—f| + | f— oho 

而 且 | Ff | =lim | Fy, | <lim Ko] %% || = Kolfl. 
Aut, F Wem S LW—-+ARARSM. 于 是 ,对 于 每 
4 weH, 存在 一 个 wEB, 借 得 (ww 一 wi, S) =0 (EM 1-3). R 


们 令 


Gw = Favs 
GR, G 满足 有 界线 性 泛 函 定义 中 的 条 件 1( 见 推论 1-4)， 由 下 
列 事实 就 推 得 G 满足 条 件 2， | 
[eo]? = wl? + | ee wl? 
因此 [wl < lol 
并 县 IGw|=|Fwl<Kolwl<Kolv)| 证 毕 . 


这 就 是 我 们 在 本 章 中 所 需要 的 全 部 结果 。 现在 ,我 们 将 给 出 
一 些 我 们 以 后 要 用 到 的 进一步 的 结果 ， 
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5 1-7 设 S 是 万 的 一 个 子 空间 .用 St 来 记 所 有 满足 (w，S) 
=0 的 w€ 五 MRE. BR, S 是 互 的 闭 子 空间 . 而且, 我 们 有 
(St)+=8 
证 明 Bucs. WHE S 中 的 一 个 元 素 序 列 {wx}, 使 得 在 五 

中 >u, Alt, #west, 则 

| (u, w) =lim(%&, w) 一 0 
He uE (S*)+, Re, BE uE Fugs, Wu=-ot+w, 其 
ve S ii wES (EM 1-3). W Aupo KESH p, Hy 
w tite (S+)+ 中 ， 因 此 , (w, S4)=0, (2 wES+, PRY w=0, A 
此 w=2cEANS， 引 理 证 毕 ， 

我 们 将 把 H 的 一 个 序列 {ww} 称 为 弱 收敛 到 一 个 元 素 vE 瓦 ， 
如 果 对 于 每 个 we H 四 

(Vx—, w)—>0 
定理 1-8 # {vw} 是 一 个 序列 , 使 得 
| Uk | <C (1-75) 

MAMEA- A BE. 
证 明 ”现在 对 于 固定 的 j 复数 (ww, 是 有 界 的 ， 因此， 由 通常 
的 对 角 线 过 程 ， 我 们 可 以 求 得 {vx} 的 一 个 子 序列 {wx}, 使 得 对 于 
每 个 固定 的 j, O o 是 收敛 的 。， 因 此, 如 果 属于 集合 S, S 是 
HA 中 所 有 能 表 成 形式 ” | 


f= > AY; 


的 那些 元 素 构成 的 集合 , 其 中 N 为 任何 整数 , M O o) 是 收敛 的 . 
SRS 中 元 素 序列 {Sa} 的 极限 ， (vw o THUS. HA 

| (wx — Di, pixs)! (wi — vi, f—f,)|+ | (O%— —u, fa) | 

<20 |F- fah + | Or t Fa) | 

对 于 任何 s>0, RATAR n Eek, t 20|f—fal<8/2, — B. 
n 选 定 , 我 们 取 姑 和 ?足够 大 , E |rt fa) | <e/2. 这 就 证 
明了 对 每 个 FES (oy, 有) 收敛 . 由 定理 d 1-3, WEP we H, FE 
一 个 wE, 使 得 
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(w—wz, S) =0 
这 就 意味 着 
(Cn, wW) = (Or, W— WH + (Vy, W1) = (Oy, Wi) 
这 就 证 明了 , HFEA we H, (Or, w) 是 收敛 的 . 
如 果 是 这 种 情况 , 我 们 可 以 令 Pw =lim(w, w). TÆ, FÆ 
H 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 应 用 定理 1-5， 我 们 知道 存在 一 个 
vEH, 使 得 


Fw= (w, v) 
即 , 使 得 5 
(%,—u, w)—>0 (1-76) 


证 毕 . 
定理 1-9 Banach-Saks 定理 在 定理 1-8 的 假设 下 ， 存 在 {vh 
的 一 个 子 序列 {wx} WR VE, HB 
Piit o|o, 当 k> oo 时 


证 明 由 定理 1-8, 存在 {ww} 的 一 个 子 序 列 {wx} 以 及 一 个 v€ A, 
(73 1-76) RW Fuso 则 对 于 某 个 常数 O, H ful 
C1, 并且 对 每 个 wE 已 , 有 Go w)>0, 我 们 现在 从 {u} 中 挑 出 
一 个 子 序列 {wx}, 使 得 
| (us, Wt1) | <5, tty | (Ux, Ur+1) | S 
AERA JA VA TA OR Se 因此 
> (ui, Uns) | <1, k=1, 2, “ee 


工 
i 


Mm. 
从 而 paps | (tt, Us) |<k 
天 此 
| 
k j=1 i=1 
k gj-1 ~ ~ 
<b? {hi +2 15 | Gi, D} 
1=2 f=1 
<k*(O?4+2)—>0, 4 b> co 时 
为 完成 证 明 , 现在 我 们 取 w= +o RAT. 
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321-19 Banach-Steinhaus 定理 设 {f,} 是 五 上 的 一 个 
Fi Ft RPE TZ RP, HEA, MT eS UC A 


lub | F, (u) | <20 (1-77) 
则 存在 一 个 常数 C, 使 得 | 
| Fpl) | <C ju], uc H (1-78) 


证 明 我 们 首先 注意 到 , 者 存在 一 个 zzoE 互 和 常数 8S>>0, K, 使 
得 
|F | <k, 对 于 jvo—vol <8 (1-79) 
则 (I-78) 成 立 。 AH, wuk H 的 任何 元 素 ， 又 令 0 一 2o 十 SU/ 
(Qu), WW |v—vol] <8. 所 以 , 由 (1-79) - 
[Frw |<K 


但 Fao) = Fa leo) +E 


因此 IPQ) | <2! EnO Fao) |) < 4K lul 


XIE WY T (1-78) ERK, H C=4K/8, 
如 果 (1-79) 不 成 立 , 那 就 应 该 存在 一 个 EH 以 及 一 个 整数 
%， 使 得 
jul =1, [Fn] >1 
因为 Em 是 连续 的 ,所 以 存在 O1>0, 使 得 
|En |>1, 对 于 | 一生 |<S: 
我 们 取 50: 到 二， 现在 我 们 断言 一 定 还 存 FE ua C A A HE RB na> m, 
使 得 
|| ue — es || <81, | Fn (tte) | >2 
因为 , 否则 的 话 ,，(1-79) 将 对 K=2, vo=w1 UR o=5, RE. W 
据 连 续 性 , 存在 Oa>0, 使 得 
[Fan |>2, HF | 一 wal <a 


取 Sa<min| 38: 一 | 一 四 上 Z|. 这 是 为 了 保证 从 |w 一 wa| <ð 能 


推 得 Ju — u<, 继续 这 样 做 ， 我 们 看 到 存在 wsE 以 及 整数 
na 之 na， 使 得 
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[us — al <a, | Fn (us) |>3 
因此 , 存在 3s>0， 使 得 
|F n | 3， 对 于 lu—us|<de 
我 们 取 388 一 min| 8 一 J 一 vs, 吉 ]， 归 纳 地 继续 这 样 做 下 去 , 我 
们 发 现存 在 你 E 已 ,rz>oz WR òO, 满足 
Ôr<min be 一 | Uy — Wi | ; =| 
使 得 
[Fb | >k, 对 于 lu—ul <8 (1-80) 
DME, j>k, 我 们 有 


| ej — url < S | 241 — 24, || 
<È O-n) =; << (1-81) 

BI, {ent 是 H 中 的 一 个 Cauchy 序列 . h A 的 完备 性 , 存在 一 
SuCH, EEH 中 uu. wir k AEH E (1~81) 中 令 
joo, RNA 

| Uo — ug | < Òx 
Fy (1-80), 350 y% HA 

| Fn, (uo) | =k 
因此 lub| F, (uo) | 一 co 


与 假设 矛盾 .这 就 证 明了 定理 
推论 1-11 车 {ww} 2A PMRW ON, WERK O, HE 
(1~75) 成 立 . 
证 明 令 w= (u, o). WLP 是 如 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 序 
列 、 而 且 对 每 个 妈 因为 复数 (w，w) 是 收敛 的 , 因而 是 有 界 的 所 以 
Cr-77) 成 立 ， 因 以 ,就 存在 常数 0, 使 得 

| (ut, a | SOlu], vE H (1-82) 
Muson 我 们 有 

unl <O [vn] 
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或 PARS 
这 就 完成 了 证 明 ， 

有 了 时候 在 实际 中 出 现 如 下 情形 ; 空间 五 满足 (1-45) 到 (1-583) 
各 条 性 质 , 但 五 不 是 完备 的 ， 如果 需 要 完备 性 (通常 是 要 求 完备 
性 的 )， 那 么 可 以 利用 下 面 的 “技巧 "， 设 {ux} 是 五 中 的 任何 
Cauchy 序列 . 如 果 存 在 一 个 满足 (1-65) 的 vE 互 ， 那 就 一 切 都 
好 . 如果 不 存在 , 那 就 是 在 A 中 找到 了 一 个 “ 洞 ”， 我 们 用 创造 一 
个 新 的 元 素 的 方法 来 填 这 个 “ 洞 "， 我 们 “定义 ”一 个 入 使 它 正 是 
{uy} E H PRR”. RERS H Æ H pph Cauchy F 
” 列 的 极限 所 构成 的 集合 .。 互 称 为 Aste. H ÆA Hilbert 
空间 并 不 是 很 显然 的 ， 但 仔细 的 分 析 就 证 明了 五 满 足 包括 
(1-63) 在 内 的 所 有 公理 . 即使 这 样 ， 新 元 素 的 性 质 是 什么 仍 不 十 
分 清楚 .在 有 些 情形 中 , 我 们 并 不 关心 这 种 问题 ; 我 们 只 要 能 应 用 
Hilbert 空间 理论 中 的 定理 就 行 了 、 在 另 一 些 情形 里 , 我 们 能 非常 
确切 地 描述 这 些 “ 理 想 ” 元 素 . 

现在 我 们 给 出 构造 H 的 另 一 种 方法 . 设 互 是 满足 (1-45) 一 
(1-53) 而 不 满足 (1-63) 的 空间 ， 设 本 是 形 为 (1-70) 的 有 界线 性 
泛 函 了 的 集 ， 注意 适合 (1-70) 的 EH 是 唯一 的 ， 因 为 如 果 还 
有 Fu=(u, f), WAN ue H, (u, f 一方) =0, 因此 fif. 
还 要 注意 到 等 式 (1-71) 成 立 , 再 注意 到 定理 1-5 证 明 末 尾 的 推理 . 
Fu= (u, f), Gu=(u, 9), uE H 
并 且 我 们 定义 

| (F, G) = (g, F) (1-83) 

则 容易 验证 W WE (1-45) BI (1-53), 事实 上 ,我 们 可 以 通过 对 应 
Foof ÆW mH RREH, | 

EK, EZ H ELPA POE RHE eR TY 
成 的 集合 ， 即 , CNEW 中 的 泛 函 在 范 数 意义 下 的 极限 .意思 就 
EW, BW 中 存在 一 泛 函 序列 {7,} 使 得 

1 这 一 段 叙 述 不 清楚 ,请 参看 其 它 泛 函 分 析 书 籍 .一 一 校 者 注 
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|F,—-F|—>0, 4 n> œ 时 (1-84) 
的 话 , Ru FEZ. 41-84) 成立 ,并 且 
Fiu= (u, fr), vO 
则 {fn} dé H PA — Cauchy 序列 ; 从 等 式 (1-?7D) 就 得 到 这 太 ， 
此 外 , 如果 Gnw 二 (ww, 9) IFA |G.-G|>0, RIF | 
(F, G)=lim (gn, fn) 
KW 满足 (1-45) 到 (1-53) 这 一 事实 推出 2 也 满足 这 几 条 性 质 ， 
而 且 Z 还 具有 完备 性 这 条 附加 的 性 质 . 为 证 明 这 点 ， 设 世 是 
Z 中 一 个 Cauchy 序列 .我们 知道 对 于 每 个 % 存 在 一 个 GEW, 
使 得 
[Fa G] <t (1-85) 


Pr L h He Fh GE W RA Cauchy JF Fl, A Gu 一 In), 
则 {on} Æ H 中 的 一 个 Cauchy 序列 .特别 是 


G=lim(u, 9,), ve (1-86) 
是 存在 的 ,并 且 是 H 上 的 有 界线 性 泛 函 .而且 
IG,—-Gl]>0, 4 n> co (1-87) 


为 证 这 点 ， 注 意 到 对 每 个 6 二 0, 存在 一 个 足够 大 的 入 ,使 得 只 要 
m, n>N, RA 
| (u, Im — In) | <E uC H 
ul ? 
& m-> 20, h (1-86) F n>N 我 们 有 


jel 


这 就 给 出 (1-87). 现在 , 如果 我 们 把 (1-85) 和 (1-87) 结 合 起 来 , 我 
们 得 到 

1F,. GI->0, W n— co 时 (1-88) 
(1-87) 就 表明 GEZ, 而 1-88) AWG EP, 在 范 数 意义 下 的 极 
R. 因此, Z 是 完备 的 .显然 , W 在 4 中 稠密 .因为 可 以 认为 W 
Al AZ 是 一 样 的 , 所 以 我 们 的 断言 就 得 到 了 证 了 明 . 
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现在 我 们 回 到 方程 I-40), 在 1-4 节 中 我 们 已 经 证 明了 
(1-40) 有 人 解 的 一 个 必要 条 件 是 : 对 于 8 中 所 有 的 检验 函数 (1-44) 
成 立 。 现 在 让 我 们 假定 (1-44) 成 立 , 然后 往 回 推 ， 是否 能 推出 方 
程 (I-40) 有 解 呢 ? 

我 们 用 OTOKE? 上 检验 函数 的 集合 。 另 一 个 重要 的 函 
数 集合 是 2 上 的 平方 可 积 函 数 的 集合 ， 这些 函数 是 定义 在 2 上 
的 ( 复 值 ) 可 测 函 数 ,使 得 


| |u| de< 


这 个 函数 集合 记 作 LO. (8) 是 一 个 Hilbert 空间 , 其 内 积 由 
(' ) 给 出 (关于 这 点 我 们 介绍 大 家 去 参看 任何 一 本 好 的 实 变 函 数 
论 的 书 )， 显 然 , C05 (Q) CL3(0)， 

MEW 是 这 样 的 wE23(8) 之 和 集合， 对 于 这 种 ww 存在 
9E€08(8)，, 满足 


A’p=w (1-89) 
BAW 是 LQ) Fh. 对 于 wEW, RNS 
w=, f) (1-90) 


其 中 上 是 在 方程 (1-40) 中 给 定 的 函数 , 而 2 EEO (Q) 中 满足 方 
程 (1-89) 的 任何 函数 . 为 使 这 种 定义 有 意义 , 我 们 必须 证 明太 只 
依赖 于 色 而 不 依赖 于 满足 (1-89) 的 9 的 特殊 取 法 . 为 此 假定 p1 
是 另 一 个 满足 4 =2 的 检验 函数 .那么 , 1-44) 

(9 一 0 和 CC 一 op =Ciw 一 四 = 一 0 
SMUT CF, 9) = Cf, p). Ab, 只 依赖 于 多 而 不 依赖 于 
9. 于 是 对 于 每 个 WCW, FET — Pp Ee (1-90 SHWE. 
因此 , 是 WW 上 的 一 个 泛 函 ， 它 显然 是 线性 的 而且， 由 (1-44) 

[Fw] = |p, P) | <C] pi =C| aw} (1-91) 
这 职 证 明了 下 是 有 办 的 。 由 Hahn—Banach 定理 (定理 1-6), F 
，26 o 


可 以 延 拓 成 为 在 整个 LO 上 的 一 个 有 界线 性 泛 画 . 因此， 由 
Fréchet-Riesz 定理 (定理 1-5) 存在 一 个 EL2(Q)， 使 得 i 旭 = 
LEISO, 并 且 对 所 有 的 wwE L (O), 有 

Fuw= (w, u) (1-92) 
wea, Epe, MACCW, Kit kX 2-90) 以 及 
(1-92), 有 

(u, A’p) = (Ff, p) (1-93) 

(1-93) xt TA @ E OP (Q) Base. TERR (1-93) #0 (1-43) 2 E WHA 
似 性 ， 为 了 得 到 

(Au—f, p)=0 (1-94) 
我 们 现在 就 要 对 等 式 (1-93) 的 左 端 进行 分 部 积分 。 因 为 (1-94) 应 
该 对 所 有 的 pEOQOF(C(Q) 成 立 ， 所 以 由 此 应 得 出 4w 一 (参看 1-3 节 
K). 这 就 将 给 出 了 我 们 所 想 要 的 结论 . 

WRR uco”), 那么 确实 可 以 对 等 式 (1-93) 进行 
分 部 积分 , 从 而 得 出 结论 : % 是 方程 (1-40) 的 解 ， 但 是 关于 我们 
知道 些 什 么 呢 ? 我 们 只 知道 双 属 于 (9) 并 满足 等 式 (1-93). Æ 
否 这 就 蕴含 着 EO"(0) 呢 ? 遗憾 的 是 ， 正 如 1-1 节 的 例子 所 表 
明 的 那样 ,不 能 推出 wE€0O"CQ2)， 为 了 说 明 这 点 , 设 2 是 包含 在 带 
形 区 域 |y| 志 BR 中 的 二 维 区 域 ， 又 设 GWE yl SR>R 中 的 
y 的 连续 函数 ,9(J) 没有 连续 导数 ， 我们 知道 ， 可 以 找到 一 个 在 
1y| 志 BR 中 一 致 收敛 到 g(y) 的 连续 可 微 滑 数 序列 {9s(y)} (实际 
上 ， 我 们 将 在 2-2 节 中 证 明 这 点 )， 如 果 o 是 8 中 的 任何 检验 区 
数 , 则 由 分 部 积分 


(In p) = — (S22, 9) =0 


4 n> co 时 取 极 限 , 我 们 得 到 
(9, Pr) =0, PE CoQ) 
显然 这 并 不 能 推出 9EC 2) ， 
请 不 更 丧气 而 罢 手 ， 让 我 们 试图 从 我 们 做 的 工作 中 抒 救 点 什 
么 东西 出 来 ， RN EUW MR u 4w 一 下 的 解 ， 则 (1-44) 成 
。27 。 


立 . 然而 , 如 果 我 们 仔细 地 考察 一 下 我 们 的 证 明 , 我 们 将 看 到 我 们 
实际 上 没有 用 到 % 是 解 这 一 事实 ,而 只 是 用 到 满足 等 式 (1-93). 
对 于 所 有 的 pe Cs a) 满足 (1-93) 的 函数 uc LIQ) 称 为 方程 
(1-40) 的 弱 解 。 因 此 ,我 们 已 经 证 明了 
定理 1-12 方程 (1-40) 有 弱 解 的 必要 充分 条 件 是 对 于 所 有 的 
PEC, KER 1-44) hoe. AAP RT ONC), Wet 
一 个 解 (译注 : 即 十 典 解 )， 知 41-44) ae, RE Su, H 
满足 |wj <0, 7 

从 上 面 所 说 的 一 切 ,我 们 看 到 当 我 们 寻求 方程 (1-40) 的 解 时 ， 
我 们 可 以 提出 两 个 不 同 的 问题 . 

1. 什么 时 候 方 程 (lj-40) 有 弱 解 ? 

2. 什么 时 候 弱 解 是 充分 可 微 的 , 从 而 就 是 一 个 解 ? 
定理 1-12 对 第 一 个 问题 给 出 了 回答 ， 为 使 定理 1~12 能 够 使 用 ， 
我 们 必须 把 它 表 为 与 4, f 以 及 8 有关 的 条 件 .. 在 1-7 节 中 我 们 
将 讨论 很 大 一 类 算 子 , 对 于 它们 可 以 应 用 定理 1-12, 


1-7 常 系数 算 子 


设 4 是 形 为 
A= > a, D” (1-95) 


的 常 系数 算 子 . 我们 将 证 明 在 任何 有 和 界 区 域 2 中 .对 于 任何 方 方 
fe Au=f ARR. EKE, REIK WER 
定理 1-18 若 4 有 和 常 系数， 则 对 于 每 个 有 界 区 域 Q 都 存在 常数 


O, 使 得 as 
ip|<C{ pl, PECA) (1-96) 


作为 定理 1-13 的 推论 , 我 们 有 
推论 1-14 若 4 有 常 系数 , 2 是 任何 有 界 区 域 , 并 且 JE PP(9)， 
则 Auf 有 一 弱 解 . 

假定 定理 1-13 成 立 ， 
推论 1-14 的 证 明 ”车 4 的 系数 为 常数 , 则 A 的 系数 也 是 常数 . 事 
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A= © a, D" (1-97) 


[wisn 


[ 见 等 式 (4-32)]。 因此 , 把 定理 1-138 用 到 4 LK, KERR C, 
使 得 a 
lol<o0l4’p|l, pE) (1-98) 
因为 JE LQ), 由 Schwarz 不 等 式 [ 见 (1-62)] 我 们 有 
IF, DISIT se Apl, gE OW) 
因此 , (1-44) Moe, 从 而 由 定理 1-12，Ahw 一 了 有 一 弱 解 . 
定理 1-13 的 证 明 是 不 难 的 ， 为 此 ， 我 们 引进 一 些 方便 的 记 
BE, 如 是 多 个 变量 ,对 于 w= (o pd LE 


get 
考虑 &1, very En 的 多 项 式 
P(E) = 之 ae" (1-99) 
MERA Ds, =, Dy BRE o, En WARTE 
P(D) = X a, D“ (1-100) 
fh] SIn 


这 表明 PP(D) 正 好 是 算 子 4， 这 样 做 对 我 们 有 什么 好 处 嘴 ? 是 的 ， 
假定 我 们 要 计算 4 (wwv)， 因为 
D,,(uv) = uD i oDyu 
如 果 我 们 约定 Ds BRAM URS De Roto RSH, 我 们 可 
Dx (uv) = (D, + Da) Uv 


因此 P(D)uww=P(D+D)u 
于 是 ,由 Taylor 公式 
Pate = DP De (1-101) 


HP u! pals Ha ， 而 

(u) 一 oe" PO (0) = 
| PW) Br PY =P) 
因此 
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Am) = F t PCD D*(uv) 


fm u! 
-> = P(D)uD"v (1-102) 
以 后 我 们 将 会 多 次 看 到 , 这 是 一 个 非常 方便 的 公式 . 
设 了 (6) 是 多 项 式 , HRAJ POKR AREH, B 
P(é) = D, a," (1-103) 


那么 , 由 (1-97), 我 们 有 4’=P(D). 而 且 
|4g|?=|P(Dol=[P(D)p, P(D) 9] 
=[p, P(D)P(D)p] =[P(D)p, P(D)9] 
=|P(D)e/?=|Ap|?, pE07 (Q) (1-104) 
我 们 将 借助 于 以 下 引 理 来 证 明定 理 1-18. E 
513 1-15 假定 2 包含 在 带 形 区 域 ral <M/2 H, RE 
P®(€) =AP(E) /2&,, iil 
[P(D)p|<mM|P(D)el, pECF(Q) (4-105) 
引 理 1-15 的 直接 推论 是 
推论 1-16 车 Q 包 售 在 区 域 |r- 三 Mx/2 中 , 1<k<n, 则 对 
于 任何 多 重 指标 u, 有 
[PY Del <a MP Del, pEr) 
(1-106) 
其 中 M = (Mi, =, Ma). 
重复 应 用 引 理 1-15, 就 得 到 推论 1-16， 因 为 总 存在 一 个 多 
重 指标 4w， 使 得 POO = 常数 关 0， 所 以 由 此 推论 就 可 以 推出 定 
理 1-13. 
因此 剩 下 要 做 的 就 是 给 出 
引 理 1-15 的 证 明 Rim ABAS. Be 
1@wCODDols (DMIQCDDo pE (1-107) 
对 于 所 有 形 为 
QO)= Bot (1-108) 
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的 多 项 式 都 成 立 。 通过 做 一 个 简单 的 平移 ， 我 们 可 以 假定 &=0， 
Hy sk (1-102), 我 们 有 
| P(D) (ap) =%P (D)pt+ P” (D) 9 
因此 
|P® (D) p|?= (PD) (ap) -eP (Dp, PP(D)p) 
= (P(D) (ap), P(D)¢@) 
— (P (D)p, P(D)¢) 
= (b(D) mp), P(D)p) 
— (P (Djp, PY (D)o) 
= (mP ® (D)p +P (Djp, PDP) 
— (P (D)gp, PP (D) p) 
<|PD)pl [MPP (D p] +| P Del] 
(1-109) 
其 中 P(E =99P (6) /0&, 而 且 我 们 已 经 用 了 等 式 (1-104).。 因 
为 PP (EE A-108) WER, 由 归纳 假设 ,我 们 有 
[PD e| < (m-1) MIP D) ej 
因此 |P®(D) p\?<mM | PD) ei PY Dp) 
两 端 除 以 |P® (CD)g|, 我 们 得 到 (1--105) .为 完成 证 明 , 我 们 注意 
到 对 于 m=1, P(E) 二 0， 这 时 ,由 (1~109) 立 即 推 出 (1-105)， 
不 等 式 (1-96) 和 (1-~106) 属 于 Hrmander(1955)， 我 们 的 证 
明 是 遵循 着 Malgrange (1961) KWEH. 
注 ”对 于 本 节 中 的 任何 结果 , 实际 上 我 们 不 必 假 定 08 是 分 
片 光滑 的 ， 因 为 我 们 讨论 的 是 在 22 附近 等 于 零 的 函数 ， 实 际 上 
我 们 只 是 在 这 些 函数 的 文集 上 进行 积分 . 


习 题 
1-1 证 明 由 (1 -23) 给 出 的 函数 9 人 的 在 (一 co, ee) 中 有 各 阶 连 续 导 数 ， 但 在 
t=O 和 的 邻 域 中 不 是 解析 的 . 
1-2 证 明 由 (~35) 给 出 的 区 数 7(2%) 属 于 0*(B"). 
1-3 KYM KL BRE OPRAH. AR 有 界 , 试 证 明 Ki 和 
¢ 31 > 


Ky 间 的 距离 是 正 的 ， 利 用 这 一 结果 去 证 明 (1-37) 启 面 所 说 的 结论 ， 

”1-4 通过 在 积分 号 下 求 微 商 , 证 明 由 (1-39) 给 出 的 函数 消 (z) 属 于 CoB), 

156 设 卫 (多 是 一 多 项 式 ， 试 证 存在 一 个 多 重 指标 hp， 使 得 PCE) = 常数 
+0, 

1-6 ANREDE -5DAN 互 的 例子 , E 具有 如 下 性 质 : 存 
在 一 个 豆 上 的 有 界线 性 泛 函 序列 F), 使得 对 于 每 个 v€ 五 数 Fs(v) 
EARR MH k> co kll <， 

1-7 REE 1-5 WH RRRA 豆 是 一 个 Hilbert 空间 . 

1-8 试 证 当 且 仅 当 S=5 NFA S RM. 

1-9 ， 试 证 一 个 子 空间 的 闭 包 是 包含 该 子 空间 的 最 小 闲 子 空间 。 

1-10 % W Æ Hilbert 空间 及 的 任 一 子 集 ， 试 证 W!+ 是 互 的 一 个 闭 子 空 
间 . 

1-11 证 明定 理 1-8 的 证 明 中 的 第 二 旬 话 ， | 

1-12 说明 在 定理 1-9 的 证 明 中 怎样 去 挑选 序列 h. 

1-13 证 明 1-5 节 来 所 描述 的 空间 W 满足 (1-45) 到 (1-54)。 


第 二 章 正则 性 ( 常 系数 ) 


2-1 一 个 必要 条 件 


在 第 一 章 中 我 们 得 到 一 个 不 等 式 , 它 对 于 要 使 4v=j 了 在 区 域 
2 中 有 一 弱 解 来 说 是 必要 而 且 充 分 的 .然后 , 我们 接着 证 明了 :对 
FARRO, UTE SEL (OQ), 任何 常 系数 算 子 满足 这 一 不 等 
A, 因此 有 一 弱 解 . 但 是 我 们 还 是 要 去 寻求 属于 C"(2) 的 解 . 

dl Fs — FE, 当 我 们 探讨 一 个 不 熟悉 的 领域 时 ,我们 先 取 一 个 
尽 可 能 简单 的 迟 形 ,假定 4 的 系数 是 兽 数 , 让 我 们 首先 考察 f =0 
的 情形 ， 这 时 我 们 总 可 以 求 得 光滑 解 。 因 为 设 C= (Ca, …， Sn) Fe 


一 个 分 量 为 复数 的 向 量 , 又 令 | 
(E, @) = bisit t H EnEn (2-1) 
其 中 ce”, AA, ERKMAA, 有 
De? = Lo ® (2~2) 
从 而 , 若 PC) FEO ERR, 我们 有 
P (Dye = P(A (2-8) 
因此 ,若是 
PQ) =0 (2-5) 
的 一 个 根 , 则 函数 = 一 6 二 是 
P(D)u=0 (2-4) 
的 一 个 解 . 因为 方程 (2~5) 总 有 复 根 ,所 以 我 们 知道 方程 (2-4) 总 
有 光滑 解 . 


但 是 , 这 并 没有 排除 如 下 的 可 能 性 ， 即 方程 (2-4) BRE AAR 
TOO 的 弱 解 。 这 就 使 我 们 要 问 下 面 的 问题 ， 为 使 方程 (2-4) 
的 任何 弱 解 都 属于 O” O), 六 (5) 必须 满足 什么 条 件 ? 

”为 考察 这 个 问题 , 设 歼 是 方程 (2- 少 所 有 的 弱 解 构成 的 集合 ， 
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即 所 有 we I2CQ) 并 使 
(u, P(D) 9) =0,9E OF (2) (2-6) 
成 立 的 % 南 成 的 集合 ， 我 们 候 定 每 个 EW E&E TOO) 
的 ， 设 Oe ACO 的 区 域 , Vb BE fe TE OR) FY R 
数 上 的 算 子 De，1<4<%。， 于 是 球 是 Z2(2) 的 一 个 闭 子 空间 ， 
因为 , 它 显然 是 一 个 子 空间 , 而 且 若 EWW, OQ) unu, 
WARES 2-6)uecwW, Bk W 本 身 是 一 个 Hilbert 空间 ， 其 
KERA B jW RE CO) 中 (事实 上 把 W 映 到 COs) H). 
根据 假设 是 线性 的 而 且 定义 在 整个 W b. 而且, B 是 闭 算 子 . 
ARA EW P uu, 从 而 在 (QD P Bur >o, M Buso. 为 
WRA ERIA pEr), W 
(Bun, p) = Un, Bo) 
(w, p) = (u, Bp) (2-7) 
为 一 方面 , 因为 EW, % 属于 0 (0Q), REIHER p EOT) 
(Bu, p) = (u, Bo), 
把 这 和 等 式 (2-7) 相 比较 ,我 们 就 知道 Bu=v, 现在 我 们 要 求助 于 
重要 的 财 图 象 定理 L297), KEBARRIN BEM W 到 
LQ) 的 有 界 算 子 ， 因 此 存在 常数 O, 使 得 
| Bulsaz<c | wldg, uc W 
QO, Q 
AA B=D; 而 是 从 1 到 中 的 任意 整数 ,我 们 有 
>|. Dulsazsc'| | u|?’ dz, uc W (2-8) 
现在 , 设 是 方程 (2-5) 的 任意 复 根 ， 则 eS? 是 方程 (2-4) 的 一 个 
光滑 解 , 也 是 一 弱 解 . 把 它 代 入 (2-8), 由 (2-2) ,得 
ice] meo doso f emio da 
Qa, ka 


其 中 Img= (mi, ++, Imin). A 2 ASTER Je 中 , 则 


g? m t, x); <gilim {| |t|<@ ar Im {| 


因此 


因此 |Z | 26 BR iIm af daxo | da 
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因此 , 我 们 有 S59 ， 
| [EIK Cat, PL) =O (2-9) 
因此 , 我 们 已 经 证 明了 
引 理 2%-1 方程 (2-4) 的 任何 弱 解 属于 OO) 的 一 个 必要 条 件 是 
(2-9) ARL. 
我 们 将 考察 对 多 项 式 POME (2-9) 蕴含 着 什么 ， 为 了 探索 
者 前 进 , 让 我 们 先 来 考虑 P(D) 是 齐 次 的 情形 , B 
PEO = È agt (2-10) 


(u, =m 


的 情形 ， 设 Soft PE =0 的 一 个 实 根 ， 那 么 ,对 于 实 的 + 
PAE) =t™P (Eo) =0 
所 以 to 也 是 实 根 . 因为 Im Géo) = 0, h (2-9) 
|tEo|<C%o 

令 ! 一 co， 我 们 看 到 必须 有 k6o=0， 因 此 二 (9 一 0 仅 有 的 实 根 就 
是 & 一 0， 具 有 这 种 性 质 的 齐 次 算 子 叫做 椭圆 算 子 ， 因 此 , RNE 
经 证 明了 | 
推论 2-2 车 了 CD) 是 齐 次 的 ,并 且 (2-9) 成 立 , 则 PO) BRAS 
T. 

AIE, # PCE) h (2-10) 4a h, RIMED EN FE (2-4) 的 弱 解 
是 属于 Co) 的 , PCD) UMET. 在 2-45 h R ATRE 
明道 命题 . 我 们 将 证 明 若 了 (D) 是 齐 次 椭圆 算 子 , 那么 方程 (2-4) 
的 每 一 个 弱 解 确实 属于 CQ), PEAR ih, HER EHEN 
次 椭圆 算 子 P(D) 满 足 (2-9). 

为 了 实现 我 们 的 计划 ， 我 们 必须 发 展 一 些 工 具 . 我 们 将 在 
2-2 和 2-3 全 中 来 做 这 件 事 . 

不 等 式 (2-9) 的 导出 属于 Hormander (1955) , 

因为 我 们 在 证 明 引 理 2-1 时 用 到 了 算 子 的 概念 ， 我 们 应 该 给 

出 一 个 确切 的 定义 。 从 Hilbert 空间 Hs 到 Hilbert 2 fa] Ha WY 
算 子 4 斌 是 一 个 映射 , 对 于 H WE FV 的 每 一 个 元 素 x 规 
定 了 一 个 属于 He 的 元 素 Ay, 集合 及 称 为 4 的 定义 域 ， 有 时 记 
(EDA), WR DAE AHF Si A 1-1 iw (1-7) RL, 


e 35 æ 


那么 算 子 4 称 为 线性 的 . 如果 D(A) = Ay, 我 们 就 说 4 te A 中 
处 处 有 定义 .如 果 存 在 常数 K, E4 | An|<K |x| 对 DC4) 中 所 
有 的 x 成立, WAS 4 就 称 为 有 上 界 算 子 . 


2-2 Friedrichs 软化 子 


S j@=aexp[(le]?=1)], |2| <A 
=0, | |z|>1 
se o= if, expl(l2l?~1) “deh” 
我 们 选择 这 样 的 值 是 为 了 使 
[i@de=1 


RE. 在 二 3 节 中 ,我 们 提 到 过 7j(z) CCH"). WF e>0, + 
， ne [£ 

| js (2) =e} (2) 

WTR e>0, 有 


je(a) 0, FE E” rh (2-11) 
js(2)=0, 4|a| Se (2-12) 
f jv) da=1 (2-13) 


对 于 wE LH"), RNS 
Taula) =| uly) jo@—y)dy~=|ula—2) jade (2-14) 


定理 2 WF uc Ls) 
[oJ te) < [ul (2-15) 
|J,u—ul>o0, 4% e->0 (2-16) 
证 明 由 等 式 (2-44) 和 Schwarz 不 等 式 (1-62) 


BRC 9. @ae)({ jaz) 
由 此 
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[lultdo<f i. [lua | "da dz 
<S O df jua) az Jul? 
为 证 (2-16) , FE Rime u EER. HER (2-13) 
Ju—u= |j.) lue) —u(a)|dz 


由 此 Toul < |j 0 |u(@—2) —u(a) [Pde 
从 而 
| |Ju—ul*de<| jC we- 人 一 wo) |? dada 
<lnb | |u(e—2) —u(a) jada 
现 设 p>0 Be, AM 充分 大 使 得 
[eee 
则 对 于 |z| <R 
| lve ldo<| Jula) az< 有 8 
因为 % 是 连续 的 ,我们 可 以 取 8 充分 小 使 得 
gj M9 -uo Par. 
综合 这 些 不 等 式 我 们 对 充分 小 的 e 得 到 
[|Ju-ul?de<p 
这 就 证 明了 当 久 是 连续 时 的 (2-16) 式 . Yu ARESEN, 我 们 可 以 
在 到 (BE 中 找到 一 个 连续 函数 w, 使 得 
ju-w| <£ 


| 7Feu—ul<|J.(u—w) | + iw- w| |w- ul 
<2/u—wl + fT ew 
根据 刚才 已 经 证 明 的 结论 , 我 们 可 以 取 e 充分 小 ,使 
+ BF 9 


| Few] <5 
这 就 完成 了 证 明 . 
J. 称 为 软化 于 ， 它 是 由 Friedrichs 首先 使 用 的 (1953) ， 我 
们 把 验证 下 列 简 单 性 质 留 作 习题 


Ju EO CE"), XF we LE) (2-17) 
(Jau, D = (u, Jv), u, vE L (EY (2-18) 
DiJ ev = Dyv, 1<k<n, vEC” (HN (2-19) 


在 1-6 节 中 我 们 要 利用 下 面 的 结果 . 

引 理 2-4 HQ: 和 Qa Je H" 中 的 有 界 区 域 , 而 且 QC, 假定 
4 是 Qo 中 的 连续 函数 ， 则 存在 C” (2s) 中 的 函数 序列 {ox}, {on} 
在 Qı 中 一 致 收敛 到 u. 

证 明 把 Qs 稍为 缩小 一 点 ， 我 们 可 以 假定 w 在 O, 上 连续 ， 设 以 
是 在 Qo 中 等 于 w， 在 2s 外 等 于 零 的 函数 ， “在 9s 中 是 一 致 连 
续 的 . 因此, 若 给 定 9 六 0 WHA 5>0, 使 得 

ju(a—z)—u(a) | <n, XF |z| <ò 
设 4>0 È Q, 到 2s 的 边界 的 距离 ， 则 若 se<min(6, d), RNA 


Two) | 二- 人 一 wo dz 
<n|je@)de—n, zc 
这 就 证 明了 {7.0} 在 Qi PR HA uv. AW UCC", 
证 毕 . 
23 一 组 学 K 


设 S=AS(E 表 示 由 2 CO" CE HEITA AS k A we 
(i+ Jel)" | Drole) | 
IHARRA oo) FRA.» 的 Fourier 变换 由 


Fo Ê) = {or y(n) da (2-20) 


a 33 。 


定义 . AVES, 则 可 以 对 (2-20) 在 积分 号 下 求 微 商 , 得 到 


D*Fo(§) = (—1) YF (aw) (2-21) 
而 且 , 知 对 F(D"v) =o“ D Dry (a) da 
分 部 积分 , 我们 得 到 
F(D*v)=E*FY (2-22) 


Fourier 变换 有 一 些 有 用 的 性 质 ， 我 们 有 兴趣 的 是 其 中 的 两 
个 性 质 ， 第 一 个 就 是 反 演 公式 | 
v(a) = (2m | 2P Fo (E) a (2-23) 
而 第 二 个 是 Parseval 恒等式 
odo (2m) (Po(G)Fw@yag (2-24) 


(2-23) 和 (2-24) 对 于 S 中 的 函数 都 成 立 ， 我 们 将 在 2-5 节 中 证 

明 这 两 个 性 质 ， 这 里 我 们 先 假定 它们 是 对 的 ， 从 而 利用 Fourier 

变换 去 定义 一 组 内 积 . 
对 于 任意 实数 s, > 


(v, w)s= | (+ EJ) FoFudë (2-25): 
lo |2?= w, v) (2-26) 
注意 到 , 由 (2-24), 有 i 
(v, w) = (2m) *(v, w)o (2-27) 

而 且 我 们 有 
| w, wol lels lw|-, (2-28) 


这 是 从 (人 w)o~ | (1+ JEN Fo (L+ |E) Fwa 
以 及 Schwarz 不 等 式 (1-62) 推 得 的 . 我 们 甚至 有 | 
ol 一 lub Te， VES, s 为 实数 (2-29) 


从 (2-28), BR, (229 的 左 端 之 右 端 .为 证 左 端 等 于 右 端 , 我 们 
注意 到 若 vES， 则 CQ 十 |81)”Fw 也 属于 SS， 因 此 由 反 演 公式 


(2-23)， 存 在 woES, 使 得 Foo= (14+ |E|)*Fo. 对 于 函数 wo， 我 
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Yo |2= f+ EDHE] Fo] d= |v? 


以 及 人 pejor eon sD ele ta£- BE 


这 议 证 明了 等 式 (2-29) 中 的 上 确 界 是 个 最 大 信 ， Ff ASF lvls. 
另 一 个 重要 的 事实 是 
[Drol |v]ssiui vES (2-30) 
这 是 从 以 下 事实 得 到 的 
EEC (2-81) 
我 们 需要 一 种 方法 , 使 我 们 知道 什么 时 候 函 数 属于 C*(Q) .为 
此 ,我 们 将 利用 下 面 的 重要 引 理 . 
引 理 2-5 Bb ERR, 又 设 s 是 一 实数 ,使 得 s 一 k 汪 n/2., R 
Euk (Bm) 中 的 一 个 函数 ,并 且 存 在 S 中 的 函数 序列 oh 使 
得 


| Un | sO (2-82) 
B . 


jv,—ul—>0， 当 n>o0 (2-88) 
WU) u Ay O* CE") Ha BI — 7 BB BOLE ab Abe 


证 明 我 们 将 证 明 不 等 式 
max 2, | Dea (æ) |<O2\v|., VES (2-84) 


暂时 假定 (2-34) 是 成 立 的 ,我 们 令 HRERS 关于 范 数 | 1 的 完 
备 化 , 容易 验证 H* 是 一 个 Hilbert 空间 ， 因此 , 由 Banach-Saks 
定理 ( 见 定 理 1-9), w} 有 一 个 子 序 列 , 其 算术 平均 {wy 在 五 :中 
收敛 .为 了 记号 上 的 方便 , 我 们 假定 子 序列 就 是 {on}. W 

w= OA TEL T) 


n 
H . 
[Wa Wm 0, 24 n, mr 一 co 时 (2-35) 
容易 验证 | 
||, — || —> 0, 4 n> œ 时 (2-86) 


Hy (2-84) R (2-85), 我 们 有 

max > | D w, E) — Wn Dl, Mn, m>O Rf (2-87) 
这 就 证 明了 {004 (ae) } -- Se — AEA wC, 现在 我 们 
Big u=-w a. e. 因为 ,我 们 有 

| Jue [Adee Juma ldot2] [wn wh de 
<2|u— Wal? Ornmax |W (y — w(@) | > 0, 
因为 这 个 不 等 式 的 左 端 不 依赖 于 n, WARTET RRIA 
| lu—w|?da=0, 

这 就 证 明了 w=w a.e. 

所 以 , 余下 来 要 证 明 的 是 (2-34) .由 反 演 公式 (2-23) ,我 们 有 

Drv (2) = (27) afee VEU hy dé 


— (2m) 一 名 et EX( 工 十 LEDS 5270， (1+ E|)" dE 


由 Schwarz 不 等 式 (1-62) 和 (2-31) , 因为 |u| <k, 得 到 

oo [3< | |" Par [EH] Folde] +I) de 

<[ol2 (+ ENA Pag (2-88) 

为 完成 证 明 ， 还 需 我 们 证 明 的 就 只 是 当 s 一 b>n/2 时 上 式 最 后 一 

个 积分 是 有 限 的 ， 这 是 由 下 列 事实 推 得 的 , 当 R>1 时 

| (1+ ép» a<] | dtf _ [EPP a] 
<const(1+] r+ dr ) 

HX 2(k—s) +n<0, 故 最 后 一 个 积分 当 忆 >oo 时 保持 有 界 . 

: 证 毕 . 

MRAR U 几乎 处 处 等 于 OO) 中 的 一 个 函数 , 我们 权 且 就 

说 属于 C0*(Q)， 如果 我 们 在 一 个 零 测 集 上 “修改 ” 久 的 函数 值 ， 
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1¢1<1 


u 也 就 真 成 了 这 样 . 
我 们 将 要 用 到 的 另 一 个 事实 大 

引 理 2-6 VES, 则 对 于 每 个 实数 s, 存在 常数 cv, 使 得 

| Fev] ees (2-89) 
(常数 cs 不 依赖 于 8)， 
证 明 设 k> RSs 的 整数 .于 是 ， 由 于 (2-15), (2-19) 和 
(2-27)， 由 不 等 式 

(1+ sD)'<K 之 [é*| 


可 推出 [Jw|<K D [D'Ta|o< kK! $ [Do] 


这 就 证 明了 (2-89) ， 

引 理 2-5 被 称 为 Sobolev 引 理 ， 在 2-5 节 中 我 们 将 证 明 不 等 
式 (2-89) 的 一 个 较 强 的 形式 

在 以 后 的 工作 中 ， 引 进 任意 区 域 9 上 的 函数 集 S(Q) 是 会 带 
来 方便 的 ， 它 是 由 对 于 每 个 和 po, 使 

(A+ {a|)*| Dva) | 

在 9 中 有 界 的 函数 vE C= (O) HRWMRA. BR, 当 台 是 一 有 界 区 
域 时 ，S(G) =0~(D). 


24 HAS Tt 


现在 我 们 准备 来 证 明 2-1 节 中 答应 过 要 证 明 的 事 . 在 2-1 节 中 
我 们 对 齐 次 算 子 定义 了 椭圆 性 .我 们 把 这 个 定义 推广 到 包括 形 为 
P(D)= X aD” (2-40) 


的 常 系数 算 子 上 去 .如果 当 |4|=m 时 不 是 所 有 的 改 都 等 于 0， 
我 们 就 说 PC(D) 是 om 阶 的 如果 PCD) Em 阶 的 , 令 

p(D) = pA a, D” (2—41) 
p DRA PD) WAM. mE pS) =0 仅 有 的 实 租 是 5 一 0 的 话 ， 
我 们 就 称 PCD) 是 椭圆 型 的 、 注意 当 PD) 是 齐 次 算 子 时 ， 即 当 
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PCD) =p(D), 这 个 定义 和 2-1 节 给 出 的 定义 是 一 致 的 . 
我 们 将 证 明 
定理 2-7 KPDOBRARHART, CRORE HERR 
域 . Æ fE), WPD uf 的 每 个 弱 解 都 属于 Cm). 
在 开始 证 明定 理 2-7 之 前 , 我 们 先 对 椭圆 算 子 作 一 评注 ， 由 
定义 知道 在 到 中 的 集合 |El=1 hoe) +0. Ait, we 1/p© 
在 这 个 闲 有 界 集 上 是 连续 的 , 因而 它 在 这 集合 上 有 界 、 因 此 


1 _ 
per l= 
这 就 意味 着 对 于 任何 实 的 &,， 有 


1 
weep 


BY . 
IS|"<M |p) |, 6 实 的 (2-42) 
AA PCD) 一 p(D) 的 阶 数 <m, H 2-81) RNA 
IPE) -pE CC ” (2-43) 


(2-42), (2-43) 这 两 个 不 等 式 草 合 者 
引 理 2-8 若 了 (D) 是 一 个 m SMART, WERK O, 使 得 


jol <O P D)vlemt elo), vES (244) 
证 明 MERRICK, 使 得 
(1+ [|< K (1+ ||) (2-45) 


事实 上 , 车 (él S1, W d+ /ép)"< ig), H 1+ |E 
IEJ, AREH T 
HEDT cam, ë> 
对 于 E|<1, 这 个 比 显然 是 有 界 的 . 现在 由 (2-42) 和 (2-48) 
+I ”EEU+IE™”) <K d+ M? |p) |*) 
<K (14+2M?| P(E) | 23232020 十 |E)” 
<K (2M?| P(E) |? + (2M?07=—1) 4 |€|) ”3) 
<K'(j PE) |? + a+ |e )") 
于 是 在 两 端 同 乘 AHED | Pol’, AMS BAS. WRAN 
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注意 到 由 方程 (2-22), P(E) Fo=F (PD) o), 我 们 立即 得 到 不 等 
式 (2-44). 

”利用 (2-44) ,我 们 可 以 给 出 
定理 2-7 的 证 明 Ke EIR Ce (QO) HE TAB, E O 外 定义 
pu 为 零 . 我 们 将 看 到 ,对 于 每 个 3 宇 0, 存在 常数 co， 使 得 

| | Ja Cpu) | sXe, (2-46) 


[Je (pu) —pul>0, 4 e—> 0 (2--47) 
由 引 理 2-5 得 到 gwuE€0~(《B")， 现 在 ,对 任何 点 yEQ, 可 以 找到 
一 个 pE0Q6(9), p Ey 的 一 个 邻 域 中 不 等 子 零 ( 便 如 参看 1-3 节 
的 (1-36) 和 (1-37)). 因此， 函数 1J/p 在 这 个 邻 域 中 属于 O. 
为 4= (gw) Lo) 我 们 知道 在 这 个 邻 域 中 %E0”, 因为 y 是 0 的 
任意 一 点 , 由 此 推出 wu € O° (Q), 
为 证 明 (2-46)， 我 们 首先 注意 到 对 任何 pE0Q8(8) 和 每 个 
e>0, PR J,(gpw) 属 于 5S， 因 此 ,由 引 理 2-8， 
IJ. (pu) }s<O(C| P(D) J. (pu) | sm + | J. (pu) ls—1) (2-48) 
为 计算 右 端 的 第 一 项 , RIER, hF 1-7 节 的 (1-102)， 对 于 
vES, RIIA 
(P(D)J. (pu), v) = (u, pP (D) Te) 


= (u, PD) (p10) ~ D E un, POD) Twp) 


> 


因为 


=(f, pJ) — > (J,uD*o), PW (D)v) 
Iul >0 pe} 
因此 
(PD) Jp, | S| Ilf) | sm] 0 | m—e 
yy TUD p) ss) PD) 0| 1-2) 
ul> 0 u! 


SKa 0} m—s Ie PP) | m+ > IJe (uD"p) | 1) (2-49) 


这 里 我 们 已 经 用 了 (2-80) 和 对 于 |a >0, P20D) 的 阶 数 二 m 这 
一 事实 ， 因 为 (2-49) 对 所 有 的 2ES 成 立 ,由 等 式 (2-27) 和 (2-29) 
我 们 有 
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| P(D) J. (yu) | s-m< (200) "Ks (|T6 (Mf) [sm 
> n |J. (uDrg) | sa) 


OF [pel < 


| J. (pu) ls <O (|J pf) |s_n 十- 2 lve (uD*p) >) (2-50) 


现在 gf E08(82)CS， 因此 ,由 引 理 2-6, 对 于 每 个 s 


| JP) |, mee (2-51) 
现 假定 s 固定 , 又 假定 对 于 每 个 由 ECY(2)， 存 在 常数 0, 使 得 
| J. (pu) | <C (2-52) 
K PECH(Q) Bie. 那么 ,由 (2-52) 
a, eu Dee) ls- <0 (2-53) 
把 不 等 式 (2-51) F (2-53) by FA BY (2-50) 上 去 , 我们 看 到 
[J (pu) sC. (2-54) 


对 于 每 个 pg ECF A), (2-54) 都 是 对 的 , A, HATET bE Co (2) 
《2-52) 成 立 这 件 事 列 含 着 对 于 每 个 PEC6 O 2-84) MSZ, ME 
我 们 对 s 做 归纳 法 .根据 假设 , Ws=1, 〈2-52) 成 立 ， 刚 才 我 们 
已 经 证 明 车 它 对 (一 成 立 ， 则 它 对 s URZ. 这 就 证 明了 对 每 
个 s8(2-46) 成 立 , 从 而 完成 了 定理 的 证 明 . 


2-5 Fourier 变换 


在 本 节 中 我 们 将 给 出 在 证 明和 定理 2-7 的 过 程 中 已 经 用 到 的 等 
式 42-23) 和 (2-24) 的 证 明 . 
我 们 首先 指出 只 要 对 %w=1 证 明 这 两 个 恒等式 就 足够 了 。 因 
为 ; Enol, > 
Fo = | e ifeq) gy, 


1 fe i 
DT J 


则 Fs 和 Gy 是 可 交换 的 并 且 把 S 映 到 SS 中， 而 且 FFF 
又 车 我 们 令 G 一 G4…G。, 则 等 式 (2-28) 就 是 


v= Fv, vES (2-55) 
如 果 我 们 能 证 明 | 
V= GF uu, 1<k<n, vE8 (2-56) 
那么 这 就 列 含 着 等 式 (2-55). 但 等 式 (2-56) 恰好 是 类 似 于 等 式 
(2-55) 的 一 维 的 等 式 ， 类 似 地 , 从 应 用 到 每 个 下 上 去 的 


F vw da= |" FywF ywdé, 1<k<n, v, WES 
即 可 得 到 等 式 (2-24)， 因 此 ,我 们 可 以 假定 n=1， 
Wik SX (2-23), & 
Gelo) -二 | oPo dE 
RZ 一 rn? Y 
1 GP eel (© e 
=+ f o| |” ody ae 
oo R _ 
=- K v (y) IS Dd |dy (2-57) 


lA RU AAD FE eT A, 所 以 我 们 可 以 交换 积分 次 序 ( 可 查阅 
任何 一 本 好 的 高 等 微 积分 教材 ). 令 t=y 一 x, 我 们 有 


Gr (a) =+ E vlæt t) [ee dé |at 
-=f sin Rt (48) dt (2-58) 
g J= t 
这 里 我 们 已 经 用 了 
| et =f (cos Et — i sin EÐ dé = 24-4 gin Rt 
众所周知 | Sn dtaa 
因此 Gn (ve) ~ ole) -4f [2 一 ?2 bein Re dt 
分 部 积分 , 我们 得 到 
cn 人 一 oO- 工人 [pete g(_ cos Re) 
1 be d (æ+ —v (æ) 
~ | cos Re Ee v 7 oe lat 


ak 
(2-59) 


kazi 
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H(a, ù= d 2 [eet] 


_ tv (@t+t)—v(et+t) +v(@) 
i? 
把 函数 to’ (a +t) -v(@t+)) eae Taylor 级 数 ,我 们 有 
to’ (ætt) —~v(e@+t)+v(2) =F P00" (æ+ t) tty’ (wt+tz)) 


其 中 去 在 0 和 二 之 间 . 因为 ES， 这 就 证 明了 Ae, 如 关于 
(@, 四 是 连续 的 , 从 而 存在 常数 Ki, HAM AN w, t, 有 
H (s, td |<RK 
Wap, SF VES, HA ovl), ott, Met+hu (e+) 都 是 有 界 
的 ,对 于 某 个 常数 Ke, 我 们 有 
ty (a+t) —v(@t+t) +l) | <S Ka+ jæi) 
AIE, 由 等 式 (2-59) 
Gn (2) —v(@) |<- |" |H@, 4 lat 
<A | 2k 1+ + a) Kal je -ad 
(2-60) 
这 就 证 明了 ， 当 Roo hy, Gr(a)>v(@), Milt we aA T xX 
(2-23) ， 这 也 证 明了 ,如 果 我 们 把 > ESET KI e| SM E, 
则 收敛 是 一 致 的 . 
为 证 等 式 (2-24) ,我 们 写 下 > 


| wa) (a) da = (QW) | _ we) in dM Fo dé de 
= (2x) iz Fo} | B ey (a) dz d£ | 
= (2x) im FuFu dé 


D BAIR. 
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in Poff ewe) dn |ag | 
<{"_ rolag | _ |w@) |dz—>0, % M— co tit 


因此 | (wwe) de (Qu) "| FoF dé E, 
Fourier 变换 的 另 一 个 重要 性 质 是 由 下 述 定理 给 出 的 . 
定理 2-9 Fv, wes, 并 且 
h(a) = | »(y)w(e—y)dy (2-61) 
MAES, H Fh= Fv. Fw 
证 明 首先 我 们 注意 到 Fo 和 Fw 都 属于 S, 因此 FoF 也 属于 
~ 因此 ， 根据 等 式 (2-23)， 
G[Po- Fw] = (22) 了 ee Ry (E)-Fw(E)d€ 


= (2m) fee Pw (E | | or v(y) dy Jak 
= (2) |o (y) | [o* Fw E) |ay 


= {o(y)w@—y)dy 


也 属于 S.， 注意 ， 上 式 中 可 以 交换 积分 次 序 是 因为 这 些 累 次 积分 
都 是 绝对 收敛 的 .这 就 完成 了 证 明 . 
作为 定理 2-9 的 一 个 应 用 我 们 指出 ,对 于 2€5 
F(Jw) =Fj Fv 
而 且 


Fj (£) = | e “io, (¢)\da=e™ Jew Dj (=) dx 


= | ev) dy = FICE) 
因此 
F (Jv) =F} (e£). Fo (2-62) 
ERB) [4.61 = (FICE) |<] judy 
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因此 , 若 oe, 我 们 有 
eol- f+ E11 Toa) [Pde 


= [AHED FI) |2| Fo]? dE 


<| (1+ IED” Fo] dé= |o] 


因此 ,我 们 有 | 
(Jl < |ols ES, s LH (2-63) 
通过 完备 化 知道 ,对 于 v EH (2-63) 也 成 立 ， 我 们 也 有 
|J.v—v], 0, 4 £0, vE H? (2-64) 


因为 8 在 He 中 秋 密 以 及 (2-63) 成 立 ， 所 以 只 要 对 于 wES 证 明 
(2-64) 就 网 了 。 事实 上 ， 若 vE 瑟 "而 p>0 是 给 定 的 ， 则 存在 
ves, 使 得 : 
[v~u] <£ 
因此 
| Ju—ul.<|J,(u—v) lt |J.v—v|.4+ |v—uls 
<P + |Sw—ol, | 
车 对 于 v, (2-64) 成 立 , 则 我 们 可 取 e mieit | J.0—0|,<p/8, 
因此 
| J u—u|.<p 
这 就 证 明了 对 于 u (2-64) RW. 
为 了 证 阴 对 于 ES (2-64) Ry, 注意 到, 由 等 式 (2-62), 有 
|J- oli = f] Pj E) —1]*[ Pol C+ Eae 


而 且 | 
[Pj (eg) —1] <| Joe —1| jy) dy 
| <elé|{{yls(@)ay (2-65) 
(2-65) 是 由 不 等 式 
le *—1| 专 10| (2-66) 
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得 到 的 , 而 (2-66) 又 是 由 如 下 事实 得 到 的 , B 
2i sin (5 = 683 (1—6) 
因此 | 
Jo -ols<e (lyljWay) [A+ [gl * le ds ->0, 


a e— 0 BY 
作为 定理 2-9 的 对 侦 , 我 们 有 
定理 2-10 


F (vw) = 2a) "| Fu) FwlE—n)dn, v, WES 


证 明 根据 等 式 42-55) 
E (vw) = F (we Fv) 


= (29) "| ea (a) | e Fa (n) dn|de 
ox (27r) =f Fun) [fes T% Day (a) dæ |dn 


= (2x) | Fo (n) Fw E—n)dn 


26 次 椭圆 算 子 


现在 让 我 们 来 看 一 下 对 于 非 齐 次 算 子 来 说 不 等 式 (2-9) 蕴含 

着 什么 ,为 了 获得 一 种 想法 , 设 0; E E" 中 这 样 的 向 量 ; 除 第 7 个 

分 量 等 于 .1 外 ,其 余 的 分 量 都 等 于 零 . 因此 , =C, 0,…, 0), 

a= (0, 1, 0, =, O, 等 等 ， 设 已) 是 满足 (2-9) 的 多 项 式 , 并 令 

| gt) =P (E+10;), 1<j<n (2-67) 

SFA EME, HOEK tke mam 的 多 项 式 ， 因 此 ， 有 
an; EAR ta, ot, tm;， 因 此 


1 


因为 P(E 十 tx0;) 一 0， 由 《2-9) ,我 们 有 


0 50 9 


LÉ +49; |<Coe*?im 全 (2-69) 
a JE |< |te| Oog 
这 就 证 明了 , |E — 00 时 | 如 | 一 cs. 但 是 


POE) |_| HO 1 g 

PrO | Soy SE aT (2-70) 

RE ERRE, POE -IPE Ht, (2-9) HAH 
POE) | 


因此 , P(D)u=0 的 每 个 弱 解 属于 C7 (Q) 的 一 个 必要 条件 是 
(2-71) 式 成 立 ， 但 是 (2-71) 式 殖 含 着 存在 常数 gc>0，Ci 和 Cs 使 
得 

POE) | < Cu 
PE SET” | 
ATR- AOR AR BI, 因为 两 个 多 项 式 的 比 是 一 有 理 函 数 , 如 
P |E|—> oo 时 这 个 有 理 函 数 趋 于 零 ， 那 么 它 应 该 以 一 种 "代数 
方式 一 一 在 (2-72) 的 意义 下 一 一 趋 于 零 . 我 们 将 不 证 明 (2-72) 而 
只 是 假定 它 成 立 , 因 为 (2-72) 的 证 明 是 代数 性 质 的 , 而 且 将 使 我 们 
离 题 太 远 ， 我 们 将 把 满足 (2-72) 的 多 项 式 ( 及 其 相应 的 算 子 ) 称 为 
次 椭 加 的 ， 我 们 将 证 明 
定理 2-11 设 P(D) 是 一 个 次 椭圆 算 子 , 且 设 2 是 任何 一 个 区 域 . 
若 fECO*(Q)， 则 了 CD)u=f 的 每 个 弱 解 属于 CO~(Q)， 因 此 是 一 
个 古典 解 . 

我 们 将 在 2-7 节 中 发 展 一 些 准备 知识 ， 而 后 再 在 2-8 节 中 证 
明定 理 2-11, 

AR sk (2-72) 和 定理 2-11 属于 Hormander (1955), 


\E|>Os, 1<j<n (2-72) 


2-7 算 子 的 比较 


多 项 式 Q(é) 叫 做 弱 于 多 项 式 PO), 如 果 存 在 常数 C, 使 得 
ROSOR (2-73) 
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这 时 , 根据 等 式 (2-27) BLK (2-22), HPF ES, 我们 有 
|Q(D)p|*= (2m) "|| FIQCD) pI 248 


= (200) -| Polsdé<0, Z| | P ©) Fpl dE 


=013||FLP(D) 9] |*aé 

= (2%)"O1 Z| PD) yp? 
WR ERA 1-7 节 的 推论 1-16, 对 于 每 个 有 和 界 区 域 9， 我 
们 得 到 

|Q(D)e|<C2|P Dg], gE CoQ) (2-74) 
我 们 还 有 下 面 的 定理 . 
定理 2-12% 若 Q(E) 弱 于 P(E), 则 对 于 每 个 实 的 s 和 每 个 有 界 域 
2, FERRO, 使 得 | 

1Q(D)e|s<C! PD) els, p ECF) (2-75) 
在 证 明定 理 2-12 时 , 我们 将 用 到 下 面 的 两 个 引 理 . 
引 理 2-18 车 Q(6) 弱 于 P(6), 并 且 对 于 某 个 整数 上 >0, RE) = 
(十 | 上 | 六 5 W QR BF PR, | 
5312-14 4 s<0, 则 对 于 每 个 80, 存在 常数 ,使 得 

Klols<| 70lre "de< Klvl?, vES (2-76) 


定理 2-12 的 证 明 我们 暂时 假定 引 理 2-13 和 2-14 成 立 而 来 证 
明 从 这 两 个 引 理 可 以 推出 定理 2-12。 若 s<0， 由 不 等 式 (2-76) 
和 (2-74), 我 们 有 


D)o]? <E | NI DD phe de 


<KEc'| IPCD) Tp- de 
| <K°C"| PCD) ¢|s 
注意 到 我 们 已 经 用 了 如 下 两 个 事实 , Jo MAAK, 对 某 个 较 
大 的 区 域 Q1, Jo 属于 CQ (21). | 
现在 , 若 s>0, 则 上 是 一 个 之 $8/2 的 整数 ,又 令 
ce BQ ee 


RÉ) = (1+ lED” 
注意 到 有 R(6) 是 8 的 多 项 式 ， 令 
QE =QORE), PROSPERE 
于 是 , 由 引 理 2-13, VS Pe WA, 根据 已 经 证 明 过 的 那 部 分 
结论 , 有 


QD) p|?=| 
<O | (QE) Fo A+ Enae 
=O3|Q1(D) p52. Os) P1(D) | 3-2 
=04 [IPE Fpl a+ [Ely + EA a 


QE Fp PAEDAH E dg 


<0; [IPE Fpl a+ El)” dé =0,|P(D)p|? 


我 们 已 经 利用 了 下 面 平凡 的 不 等 式 


1 ak 1 2\k 
EHESS em 

这 就 完成 了 证 明 . : 
引 理 2-13 的 证 明 利用 了 将 在 下 一 章 中 给 出 ( 见 8-4] 
3-14) 的 关于 多 项 式 的 一 个 简单 的 结果 . 引 理 3- 考 将 证 明 , 在 名" 
中 存在 实 四 量 G1, +++, On 使 得 | 

D| PMS) | <CL|PE+49s) | (2-78) 
FP BO 与 5 或 二 5) 无 关 ， 现 在, 对 于 每 个 固定 的 OE 已， F 
在 一 个 只 依赖 于 121 的 常数 Co% 使 得 


1+ |€+6|?<C,(1+ 上 | (2-79) 
因此 存在 一 个 只 依赖 于 |9;| 和 % EC, 使 得 
[REJ] <C|RE+6,) |, 1<j<r (2-80) 


结合 (2-78) Fil (2-80) , 我 们 得 到 
EI|PYERE | <CE PE +0,) | 


<o gE Ol LE Fl <S PPE | 
其 中 Pi(s) =PORE. ANWR PE, RNA 
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RORE |<OD|PMORE| 
把 最 后 两 个 不 等 式 结合 起来 , 我 们 就 得 到 所 要 的 结果 . 《2-78) 的 
证 明 将 在 3-4 节 末 给 出 . 
引 理 2-14 的 证 明 由 (2-27) 和 (2-62) 


(2m) |o= F ev, | dE = || Fj CE) Fo 本 
因此 fwe de= (21) hE) | Fv] dé 
其 中 h(é) -| | Fj (eé) |287- de 


因此 < 
对 于 || 之 1 我 们 可 以 得 到 一 个 更 好 的 估计 ， 令 tzeta 
及 n=E/(1+|E|)， 于 是 |w| 之 二 ,并且 


KESAEN” PIGD |e 
IN JC) ES, TEREN by RE 
|FIQ) |< <p 
特别 是 , ESOT k>l— 2s 成 立 ， 因 此 


f—as-1 


~ > —23—1 a 
F Fia 1 at<K |’ ape 


=K jnl |" Aa dr<K’ 
因此 ,存在 常数 M, 使 得 
hE) EM(+ |é|)* (2-81) 
这 就 证 明了 (2-76) 中 的 第 二 个 不 等 式 ， 为 证 明 第 一 个 不 等 式 , 注 
意 到 


Pj(0) =|j@)ae=1 
因此 , 存在 >O, 使 得 
FIO >E, 对 于 16 一 8 
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于 是 ,对 于 51E|<6, 我 们 有 


í b gs_1 E 一 上 ~ 入 
Ozz |e de = =È (2-82) 
若 618|>>6, m 
TOES | Fj Cle) {2277-4 de 
AL (PF asig, OT gja — 
asf. e-i de = -I lS] (2-83) 


把 (2-82) 和 (2-83) 结 合 起 来 , 我 们 就 知道 存在 常数 m> 0, 使 得 
AE) =m(1+ |g |)* 
这 就 完成 了 证 明 ， 引 理 2-14 是 属于 Hirmander f (1958), 


2-8 正则 性 的 证 明 


现在 我 们 准备 给 出 定理 2-11 的 证 明 . 证 法 很 接近 定理 2-7 
的 证 明 . 
考虑 范 数 
lola $ PY D)o] 
利用 这 个 范 数 ,有 
lol es<O(IP(D)o 十 lol，oEC5(O) (2-84) 
其 中 co>0 是 出 现在 不 等 式 (2-72) 中 的 常数 , 而 9 是 一 个 有 界 区 
域 . 为 了 证 明 (2-84). 注意 到 ,对 于 |4| 40, 对 于 某 个 j, 1<j<n, 
POE) HBT POE. Rik, 由 定理 2-12, 
lols <01 $] PO (D)v| ara, vE OF Q) 
FE) *BPO/® POPO PHI), EER 


TX BERG A at (2-84). WERE u Æ PD)u=f FET EM 
2o 中 的 一 个 弱 解 . BO 是 26 的 任何 有 界 子 区 域 ,于 是 
(u, P(D)w) =(f, w), wEOFQ) (2-85) 
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我 们 将 证 明 对 于 每 个 实 的 pE OF CQ)， 以 及 每 个 实数 8s， 存 在 常数 
K, %13 
IJe (pet) llaes (2-86) 
于 是 从 引 理 2-5 推 得 对 于 每 个 这 样 的 p, guE C@(Q), Bh, Ep 
FA uC), 我们 将 通过 以 下 步 又 来 证 明 (2-86), 
1. 如 果 当 ot 时 ,对 任意 的 o (2-86) RIL, 24 s=t-+a Rt, RF 
FEAT p, (2-86) 也 成 立 ; 
2. 当 s= —m 时 , (2-86) RIZ. 
因为 <c>0， 那 么 由 归纳 法 立即 得 到 对 于 每 个 s Mop, (2-86) 
成 立 . | 
为 了 实现 1 和 2 两 步 证 明 ,， 设 g 是 C8(8) 中 的 任何 实 值 函 
数 ,而 是 中 的 任何 函数 . 则 
(P(D) J.(pu), v) = (gu, PCD) Jw) 
=, PD) (pI.0)) D MEDo) 
= (f, pJ) — 5 TD UD) 
这 里 我 们 已 经 用 了 1-7 节 中 的 等 式 (1-102)、 因 此 
| (P(D) Je (pu), v) | 


<il [SoCo lot g LOD Salud) |e) 
<|v|-s([Je(@f) |etO D WJ. uD") fy) 


于 是 , 由 等 式 42-29) MAB R (2-84) | | 
RACE O (|J (pf) la+ ah |¥.(uD*@) Ile) (2-87) 


现在 , 由 引 理 2-6, WHA s MOF, 
o Ef) l 
现在 , BEM FAA YEO) 
| IJe ber) e< H Z (2-88) 
则 (2-87) 表 明 对 每 个 pPECOTY(2) 
Pe et) Lora SR 
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此 外 , 24 s= -m 时 (2-88) 成 立 ， 事 实 上 , 根据 不 等 式 (2-30) 

Fil (2-15), RIIA 
| P (D) Fe (Yt) | -mC | Fs (Yr) | oO" jpu] 
因为 E12(8), 所 以 它 是 有 限 的 , 因此 , 我 们 可 以 用 归纳 法 去 得 到 
结论 : 对 每 个 s Aw, (2-88) 成 立 ， 因 为 存在 凡 关 0 BE PAE = 
第 数 关 0， 所 以 对 所 有 的 s Aw, an 

| | Je (pu) | oF 
这 就 证 明了 w€O>(Q), By L J Qo HEATER 
T. 


2-9 闭 图 象 定 理 


在 2-1 节 中 我 们 利用 了 下 面 的 定理 ， 本 节 中 我 们 给 出 它 的 证 
aH, 

定理 2-15 闭 图 象 定理 BAB 从 Hilbert 空间 x 到 Hilbert 空 
闻 了 的 一 个 线性 算 子 , 它 是 在 x 上 处 处 有 定义 的 ,并且 使 得 


tne 在 x 中 ，A4w*，->y 在 了 中 (2-89) 
就 能 推出 4 一 y。 那 么 ,存在 常数 CO, 使 得 
14zls<Clzl vex | (2-90) 


证 明 设 卫 是 由 了 中 的 下 列 点 9 构成 的 集合 : MRM CY F 
HEY" Cu, 满足 


(y, Aa)=(y",v) Ex (2-91) 
BADEY WTS. Hey 是 唯一 的 . 因为 ， 如果 存 在 另 一 
个 元 素 zEx, 满足 
(y, Aw) = (%, D, eer 
i ((y*—2),%) =0, c€x 
取 z 一 久 一 2。 则 jy” —z|=0, RIE T z=y", 
我 们 将 证 明 


1. FERRO, 使 得 | 
Iy*[<Cly}, yED (2-92) 
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2. D=Y 
暂时 假定 1, 2 成立。 我 们 来 说 明 怎 样 由 此 推出 闭 加 人 象 定理 ， 
车 (2-90) 不 对 ,就 应 存在 x 中 的 一 个 元 素 序列 {zw}, 使 得 
læn =1 zol 一 ce EY p, 4n (2-93) 
于 是 , H (2-91), (2-92) 和 (2-93), 对 所 有 的 YED， 有 
Cy, Ava) | =|, vo) |S iyi lel Cly] 
By 是 了 的 任 一 元 素 , 于 是 , 根据 2, 存在 D 中 的 元 素 序 列 {yx}， 
{yx} 收敛 到 y、 因 为 
| (yn, Ada) | <C lyr, k=1, 2, = 
取 极 限 ,对 每 个 n, 我 们 有 | 
Cy, Av.) | <C lyh, yer (2-94) 
令 y= At, RNA 
lAz,l*<Ol A 
或 | Aa, <O 
这 和 (2-93) 了 矛盾 .因此 剩 下 只 要 证 明 工 和 2 
为 证 明 1, 假定 存在 D 中 元 素 序列 Lyn}, 使 得 


gs) =1 ñl, n-o (2-95) 
令 F, (a) = (Aa, Yn) = (的 ) 
因为 F(x) |< lille 


我 们 看 见 , HFEA n, Fræ 是 x 上 的 有 界线 性 泛 函 。 另 一 方面 
| Fa (æ) | < Ari yal = [Ax] 
这 就 证 明了 对 每 个 2 
lub| #,(@) |<] dz 
| <0 
现在 我 们 可 以 把 Banach-Steinhaus 定理 (1-5 节 定 理 1-10) 应 用 
到 序列 { 上 去 .因此 , 存在 常数 C， 使 得 
|F (Œ) | <C]el, w€x 
换 句 话说 Ge y)|<Clal, sEx 
Roa=yn. TE | 
lise ivl 
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或 lyl<0 
与 (2-95) 矛 盾 . 

为 证 2, 设 五 是 由 zwEx 和 YEY 的 有 序 元 素 对 Le yy 构成 
的 集合 。 如 果 我 们 定义 

atx, y}= {aor, ay} | 
{v1, Yi} + {va, Yat = {21+ ra, Yt Ya} 
({a1, yi}, {v2, Yat) = (@1, Wa) + (Yi, Ya) 

则 H&R — A Hilbert 23 fal. 这 叫做 x 和 了 的 BR RAS = H 
(Cartesian product), 并 记 作 xx 了 . 

现在 令 Gy 是 出 H 中 形 为 {2, Az} 的 元 素 的 集合 . Ga 称 为 
4 的 图 象 (其 理由 不 难 解释 )， 我 们 断言 G4 是 互 的 闭 子 空间 ， 事 
实 上 ,车 在 五 中 {fow Atak 一 { y}, W (2-89) 成 立 , 并 且 根 据 假 
设 As=y, Alt, {a, y} eG. | 

我 们 还 要 指出 G4 是 由 H 中 形 为 {yy}, YED 的 那些 元 
素 组 成 的 ， 由 等 式 (2-91) 这 些 元 素 显 然 在 G P, MES tz y} 
EGa, 则 

(z, a) + (y, Aw)=0, Ex 

这 就 证 明了 yyEZD 和 z= 一 VV. 

现 假定 Dx 了， 则 由 1-5 节 的 推论 1-4, EY 中 存在 一 个 
wz0, 使 得 (w, D) 0， 所 以 对 每 个 yED 

({0, w}, 1—3", yD =— (0, x) + (w, y) =0 

这 就 证 明了 元 素 {0, w} BT (G4) +. (ARH 1-5 节 中 的 引 理 IL-7 
子 空间 (G41)+ 正好 是 Gu. 因此 ， 存 在 一 个 ZEY 使 得 te, Ar} 一 
{0, w}， 但 车 4 一 0, 则 As=0, IRET w= 0, 这 就 和 假定 
D#Y AAJA, 从 而 完成 了 证 明 . 


习 题 
2-1 证 明 命 题 (2-17) 和 等 式 (2-18), (2-19). 


2-2 ”证 明 等 式 (2-21) 和 (2-22). 
2-3 ”证 明 对 于 每 个 s, ?是 Hilbert 空间 . 
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2-4 证 明 命题 (2-36) . 

2-5 证 明 等 式 (2-58) 后 面 的 恒等式 ， 

2-6 ”证 明 不 等 式 (2-66). 

2-7 ”证明 不 等 式 (2-77). 

2-8 ”证 明 不 等 式 (2-79). 

2-9 PORET (2-72), 证 明 对 每 个 实数 s 
|PP(D) sa CC PD + iol ves 

2-10 TA (2-72) SF a<1. 

2-11 证 明 Fourier 变换 把 S RRA] Srp, 

2-12 重复 应 用 一 维 的 Parseval 等 式 来 证 明 n 维 的 Parseval 等 式 ， 

2-13 验证 等 式 (2-59) 后 面 的 Taylor RFR. 
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=H ”正则 性 ( 变 系数 ) 


3-1 形式 次 椭圆 算 子 


我 们 想到 的 下 一 件 事 是 , 对 于 变 系数 方程 是 否 也 可 以 证 明 类 
似 于 上 一 章 的 定理 ， 本章 的 目的 是 介绍 一 类 变 系数 算 子 , 它们 具 
有 类 似 于 常 系数 次 靖国 算 子 所 具有 的 正 风 性 性 质 ， 为 此 我 们 介绍 
一 些 术语 . 
我 们 将 把 
P (a, D) = 2, a, (2) D” (8-1) 
A 9 中 的 形式 次 椭圆 算 子 , 如 果 它 满足 下 列 条 件 : 
. RH a, (x) RF O” (Q); | 
2. 对 于 中 每 两 点 Y Az SHR PY, OH 弱 于 多 项 式 
Po, £); 
3. 对 于 每 一 点 YEQ 常 系数 算 子 Ply, D) 是 次 椭 癌 的 . 
在 第 三 条 中 ， 算 子 P(y, D) 是 常 系数 算 子 ， HRB ay 
TE y 处 的 值 . 我 们 将 证 明 
定理 8-1 假定 Pw, D) 在 a PEER KHAT. ASE 
O-(Q), My 
| P(w, D)u=f | (3-2) 
的 每 个 弱 解 都 属于 0~(2), 因此 是 一 个 解 . 
和 前 面 一 样 , 这 个 定理 意味 着 . 
(u, P' (æ, D)p)=(f, p), PECT(Q) (3-3) 
AR uc O=(Q) OXE P, D) EE Pæ, D MERE; 参看 1-3 
节 ). 
我 们 将 在 8-2 节 中 证 明 这 个 定理 . 这 里 我 们 要 给 出 几 个 例子 . 
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WF Ple, D) 称 为 在 点 x 是 椭圆 型 的 , 如 果 系 数 为 a, 在 点 
之 值 的 常 系数 算 子 是 椭圆 型 的 ，P(z，D) 称 为 在 区 域 中 是 椭圆 
型 的 ， 如 果 它 在 Q 的 每 一 点 都 有 同样 的 阶 数 m 而 且 都 是 椭圆 型 
的 . 这 等 价 于 说 | 
p(a, €) #0, EQ, E LW (8-4) 
其 中 | 
pl%, D)= È a (e) D" (8-5) 
我 们 有 | : 
引 理 3-2 # Pe, D) 在 Q 中 是 椭圆 型 的 ， 并 且 其 系数 ale) 都 
属于 O-(Q), WP, DEO 中 是 形式 次 椭圆 算 子 . 
证 明 由 2-4 节 定理 2-7 知道 ， 每 个 常 系数 椭圆 算 子 一 定 是 次 椭 
圆 算 子 (实际 上 ， 我 们 可 以 代数 地 验证 这 一 点 )。 因 此 形式 次 椭圆 
条 件 中 的 1 和 3 马上 得 到 验证 . 为 验证 2， 我 们 注意 到 任何 阶 数 
<m 的 算 子 都 是 弱 于 一 个 m 阶 椭圆 算 子 的 。 因 为 我 们 在 2-4 节 引 
理 2-8 的 证 明 中 证 明了 存在 常数 下 ,使 得 : 
(1+ |& |)" <K8(| PO P+ A+ |El) (3-6) 
# l+ le)>2K, 我 们 有 


开 (1 十 |) 对 一 agp" 
因此 
a+ el yn<2eK [PE (3-7) 
l, 三 在 常数 K, 使 得 
| (14+ [E)"< Kk’ DPM (E), 14+ |e|<24k 《3- °) 
因为 ,对 于 实 的 6 上 式 右 端 不 为 零 . 把 不 等 式 (3-7) 和 (3-8) 结 
起 来 ,我们 得 到 


(1+ EDPS KS] PE) |, 6 实 的 (3-9) 
若 Q@(8) 是 任何 次 数 <m 的 多 项 式 , 则 存在 常数 KY, 使 得 
REISE” A+ |g |)” (3-10) 


不 等 式 人 -9) 和 (3-10) 证 明了 我 们 的 断言 . 
定理 3-1 是 属于 Hormander (1958) 和 Malgrange (1957) 
的 . 
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3-2 正则 性 的 证 明 


设 P(D) 是 一 常 系数 算 子 而 2 是 一 有 界 区 域 ， 考 虑 表达 式 
|eo|P=|PCD)w|s, wE OS (Q) | (3-11) 
我 们 注意 到 这 是 C8 (2) 上 的 一 个 范 数 ， 即 它 满足 十 5 节 中 的 
(1-58) j (1-60). 其 中 只 有 一 条 一 一 即 (3-11) 满 足 (1-59) 一 一 不 
是 非常 显然 的 ， 这 一 点 可 以 从 2-7 节 的 定理 2-12 和 多 项 式 OO 
三 1 PTF P(E) 这 一 事实 推 得 ,因此 , 若 |w? =0, 由 此 推出 |w|。= 
0, 从 而 w=0. 设 右 5(Q) 是 OF(Q) 关 于 范 数 (3-11) 的 完备 化 . 则 
五?(2) 是 一 个 Hilbert 空间 (其 内 积 应 该 是 相当 明显 的 ). 
ME, Pe uE AQ), LREQOHBREMBF PO 的 多 项 
A. 于 是 我 们 可 以 把 @(D)w 定义 为 H 中 的 一 个 元 素 . 因为 由 
.2~7 节 的 定理 2-12 
|Q(D)w|,.<Olwl?, wE OF (Q) (8-12) — 
但 若 uC 5(8), 则 存在 OFCQ) 中 的 一 个 函数 序列 {20w} 在 HA) 
中 收敛 到 w。 因此 ， 由 不 等 式 (3-12)，{@(D)wx} 是 H 中 的 一 个 
Cauchy 序列 、 因 此 ， 存 在 hE 态 * 使 得 在 五 : 中 Q@(D)we>&， 注 
意 到 并 不 依赖 于 所 选 的 特定 序列 fo}, REE HO) 中 
We—>U 就 行 了 ， 我 们 就 把 @(D)w 定义 为 4， 把 (8-12) 用 到 wr 上 


去 并 且 取 极限 , 我 们 得 到 
\Q(D)uls<Cjul?, ue HLA) (8-13) 

注意 到 
(u, Q(D)v) = (Q(D)u, v), uc H} (Q), vES (3-14) 
现在 让 我 们 回 到 | 


定理 8-1 的 证 明 REP, DEOPHBRKAART. Ky 
是 8 中 任 一 固定 点 , 又 令 

=- P(D)=P(y, D) | (3-15) 
设 c>0 是 一 使 PCD) 满足 2-6 节 中 的 不 等 式 (2-72) 的 常数 . S 
0=a/m， 其 中 是 PCD) 的 阶 数 .我 们 将 证 月 


. Gan 


ra 


定理 3-8 对 于 每 个 实数 8， 存在 y 的 一 个 邻 域 Wy， 使 得 每 当 也 
T 满足 等 式 (8-3), AWE AW pE), ef EHQ 和 
PUE HF” (QO) 时 ， 
[Jepo |P<O (gf lat Bt juDrpjio, pE N) 
(3-16) 
常数 O 不 依赖 于 es, p, f 和. 
在 着 手 证 明定 理 3-3 之 前 ， 我 们 先 来 说 明 一 下 怎样 从 定理 
3-3 推出 定理 3-1， BRESSE), uE L?(Q) HBE (8-3) 成立 . 
WIFE OE CEQ), PFECT(Q), TEK y 是 8 的 任何 一 点 ， 
且 假 定 存 在 一 个 s 和 一 个 y 的 邻 域 Qu 使 得 对 于 每 个 pECT 23)， 
gu Hs’(Q), 由 (8-16) MRAM NCQ, 使 得 对 于 每 个 
pE OS (Np), 有 
|J. (pu) |s <A Z (3-17) 
FH ANSE sh (38-17) 和 Banach-Saks €M (1-5 Wy EHH 1-9) 知 存在 
一 序列 sx 一 0, 使 得 
(Js, (pu) tet Saou) 


在 HO 中 收敛 .因为 这 个 序列 在 HH 中 收敛 到 pul SA 2-5 4 
(2-64)), Æ H (Q) PE tI ey Bl pu, RMIT gu€ 
HbO). ARN CATE T, ELE y 的 一 个 邻 域 人 QQ 使 得 对 于 
每 个 gEOF (Q1), puE 及?(Q), 则 存在 一 个 邻 域 和 N,Q1 使 得 对 
FEA pE (Ny,), 有 gu€ HQ), ABNER ht eB 
对 于 一 切 pEOF(Q) 有 puce Hb(Q)， 则 通过 一 个 归纳 法 的 论证 将 
可 推出 对 于 每 个 8 FERR wy 使 得 对 于 所 有 的 pECeN,), 有 
gue Hb(O). 应 用 28 节 引 理 2-5, 就 可 证 明 对 每 个 存在 y 的 
一 个 邻 域 VY,, E UCO N). AA y 是 8 的 任意 点 ,这 就 意味 
we CQ), | 

因此 ,为 了 完成 证 明 , RERI — A t, we pu E Ah (0Q) 就 够 
T. 这 是 容易 做 到 的 .我 们 可 以 取 i1= 一 m， 因为， 根据 不 等 式 
(2-30) ， 存 在 常数 C, 使 得 
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|P.(D) w|_m<C|wlo, wE ` (8-18) 
现存 我 们 知道 在 0~《Q) 中 存在 一 个 函数 序列 fwd, E EEPO. 
中 收敛 到 w(2-2 节 定理 23)， 由 (8-18)， 对 每 个 PEC6GD)， 
{pwx} 是 Hp" (Q) P—* Cauchy 序列 ， 因 此 ,对 于 每 个 这 样 的 
p, pUC Hp" (OQ), AN TUE. 

现在 我 们 回 过 头 来 证 明定 理 3-3. 根据 假设 PCD) ft 次 椭圆 
i KV AHA BT 了 (5 的 多 项 式 构 成 的 集合 .显然 三 是 一 
个 向 量 空间 (如果 不 熟 悉 这 个 术语 ， 参 看 3-8 节 )， 因 为 ， 如 果 
Q, CE) 和 Qa lE) 都 属于 y, 所 以 对 于 任何 纯 量 oa， Oa, aQ (E) + 
aa E 也 属于 V. TE, V ROGER). 为 证 明 这 一 点 , 注意 到 
V RARE Sm 的 多 项 式 构 成 的 向 量 空间 的 子 空间 .因为 次 数 
>m 的 多 项 式 不 可 能 弱 于 一 个 m 次 多 项 式 ,由 这 一 事实 就 可 得 出 
以 上 绪论 。 进一步 ,|4| Sm 的 单项 式 E 是 线性 无 关 的 , 而 每 一 
个 次 数 三 m 的 多 项 式 是 这 种 单项 式 的 线性 组 合 ， AV A R 
维 的 . 〈 本 节 所 有 的 命题 都 将 在 下 一 节 中 得 到 证 明 . ) | 
设 Pilé, e, PrO Æ V 的 一 组 基 ， 根 据 3-1 节 的 假设 2, 
3, HTT LEO, ZRA P, 6) 属于 让， 因此 ,我 们 能 写 下 


P@, )=Dale) P(E), w€EQ (8-19) 


我 们 将 证 明 系 数 c;(z) 属 于 0”(Q)， 我 们 把 这 一 事实 的 证 明 推 壕 
到 本 节 末 .暂时 假定 它 是 对 的 . 


因为 i 

PD) =P, D =È) PD) 8-20) 
由 等 式 (3-19), (8-20), 我 们 有 

P(e, D)~P(D) = > BPD) (3-21) 
其 中 Do =oi(o) 一 6)， 由 此 


| b(y) =0, 1<j<N (8-22) 
由 等 式 (3-21), 我 们 有 | 
P'(w, D) ~P (D) => Pi(D) Bo) (3-28) 
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为 了 实现 定理 3-3 之 证 明 , 我 们 将 需要 下 列 儿 个 引 理 . 
引 理 94 ypc ive’, MEH, HARE RR 
赖 于 小 和 s 的 常数 O, 使 得 
[po la<max| Yo) |lels +O |v]s- vE H" (38-24) 
IJa (po) =y vla 0 lvls- ve A (8-25) 
引 理 3-5 设 P(D) 是 一 个 m 阶 次 椭圆 算 子 ， 它 满足 2-6 节 中 党 
数 为 a 之 0 WARES (2-72), Sb=a/m, RHQ) 是 一 个 弱 于 
P(E) 的 多 项 式 ， 则 对 于 每 个 实数 s 和 每 个 有 界 区 域 2 
> IQ (D)p|a <O (| P(D)p|s+ |p|), PECs) 
- (38-26) 
我 们 将 在 3-4 节 中 证 明 这 些 引 理 。 现 在 先 假定 它们 是 对 的， 
我 们 给 出 定理 3-3 的 证 明 . 
因为 P(E) 都 弱 于 PS), 所 以 存在 常数 Oo, 使 得 
| P(D)w|«<Oo| P(D) w|., wE HLO) (3-27) 
由 等 式 (8-22), 存在 一 个 中 心 在 y 的 球 Os, 使 得 
Sw) | <a ?Em (8-28) 


B N, 是 一 个 球 心 在 y, 半径 比 Qi 的 半径 小 的 球 ， 那 么 在 OF (622) 
中 存在 一 个 由 , 使 得 

O<uv(@) <1, E024 (3-29) 

w(x) =1, we Ny (3-80) 

(BA 1-377). 显然 对 于 PECCTW,), FB wp 一 gp. 于 是 对 于 
pEOF (N), VES, 我 们 有 

(u, pP(D)J.v) 
= (u, P(D) (gy)) — 2 


wi>0 
= (f, ple) — Du, PD) Cav) 


这 里 我 们 已 经 用 到 了 1-7 节 的 恒等式 1-102) 和 等 式 (3-23), FF 
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(u, DepP™ (D) pI w)) 
H 


BS PoE) =P E), bo (§) =L, S p= pb, A IBRET u RT 
HF’, PD) (gu) EH, BA 
(PCD) J. (pu), v) = (Jf), o) | 


-Lh PD) (pu)], 2) 
-$ y LPPD ep], 


j=0 jui>0 
因为 对 所 有 的 "ES 这 都 对 ,所 以 根据 2-3 PAER), 我 们 
有 | | 
[PD pu) jas |J Of) ls 


+3, CPD) (ou) ] |» 
+b yl PPD CuDep)] |， 


根据 不 等 式 (3-25)，(8-24) 和 (8-27), 对 于 jel 
|J a [p P: D) (pu) 1 fs 
< |y LPi (D) (pu)] |s +0 |P:(D) (pu) | 
<max| p; | P;(D)J (pu) |s + 01| P;(D) (pu) | s-a 


<Co max |p| | PCD) Seu) [e+ On| PD) (pu) ao 


(显然 我 们 总 可 以 取 o<1, 实际 上 , 我 们 不 可 能 取 o> 1.) 应 用 一 
下 引 理 3-4 和 3-5 就 给 出 ,对 于 [| > 0 MO<j<N 
JiPe D) (uD“p) |, 
< | Pi PY? (D) Dg) [t+ Os| PH? D) (uDrg) | aa 
<C'4|P(D) (uD*—) | sv 
现在 , 由 不 等 式 (3-28) 和 (8-29) 


Dl @l<s5 vE H’ 


因此 我 位 有 
|P(D) J, (pu) |< |TeQP) le + |P(D) Tou) la 
+N) (0+0) 习 |PCD) uD) | 
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Sri wwe # J (PCD) (pu) |, 我 们 得 到 | 
Tp) |? <2| TP) |e + Os, Z 5) Jur? 2e (8-81) 


RA A EK S-16). 

剩 下 要 证 明 等 式 (3-20) 中 的 函数 的 属于 O=(9)， 为 证 明 
A, 首先 注意 到 
引 理 83-6 设 PiE), Pr) 是 线性 无 关 的 多 项 式 ， 则 存在 实 
向 量 69, …, EM, 使 得 行列 式 


IPE) |, 1<j, ASN (3-82) 
REPRE 
暂时 假定 这 个 引 理 是 对 的 . 那么 根据 等 式 (3-19) ,我们 有 ` 
P(w, Em) = Sew) PAE), 1<k<N (8-83) 
用 Kramer 法 则 解 这 N 个 方程 . 这 就 给 出 
yle) = È BaP (e, Ew), 1<j<N (3-84) 


其 中 By, Æ (8-32) P(E 的 余子 式 除 以 行 FIIR (8-82). 这 就 证 
明了 函数 (a) 和 P(e, 名 的 系数 一 样 光滑 . 

剩 下 要 做 的 就 是 给 出 
引 理 8-6 的 证 明 假定 我 们 选 不 到 使 (8-82) 不 等 于 零 的 km， 设 
I< 和 是 使 行列 式 

[PE |, 1<}, ESL (3-35) 

对 任意 选择 的 EM, o, EO 都 等 于 零 的 最 小 整数 ， 于 是 , 存在 向 量 
ED, o, OD, 使 得 行列 式 
| P;(E®) | 关 0， 工 入 六 8 一 ? (3-86) 
Pi (EW), Pi), Pi 
oo (3-37) 
P(E), PE), PS} 
GEERTE. HIF (8-87), 我 们 得 到 


SP; (£) =0 


而 
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由 (3-36) 我 们 知道 y0. BORER PE 是 线性 相关 的 , SE 
设 了 矛盾。 因此 这 样 的 整数 是 不 存在 的 ， 这 就 完成 了 证 明 . 
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— A ALE u v, w, … 的 集合 ， 它 满足 1-5 节 的 
(1-45) 31] 4-50) Ai (1-56). 但 不 假定 它 有 Hilbert 空间 的 其 它 性 
质 . 

设 矿 是 一 个 向 量 空 间 ， 元素 va, …, Oy 则 做 线性 无 关 的 ,如 
末 满 足 | 

Aavat e FAnn =O ~ (8-38) 
的 纯 量 ay, t, On 只 能 是 一 … 一 an 一 0。 否则 O 就 叫做 线性 相 
关 的 、 如 果 
1. EEV Pn PRECRKH ICR, 
2. V WET nti SICK RR ES, 
则 空间 V a EB n=O 的 空间 (dim V=n), (24 V PRAR 
性 无 关 向 量 时 , 即 当 六 只 包含 一 个 0 同 量 时 ， 我 们 取 m%= 0.) 如 果 
不 存在 满足 1 和 2 的 有 限 的 mn, 则 我 们 说 VV ERER. BV 
fin EA, RE v1, oo, vs 是 任何 一 组 %w 个 线性 无 关 的 元 素 。 那 
么 ,每 个 v€E 六 可 以 唯一 地 表 为 以 下 形式 

V =QV H e F Enn (8-89) 
HERRA, ÆR v, v, +, 如是 线性 相关 的 . 因此 存在 不 全 
为 零 的 纯 量 L, Bs, …，Bw 使 得 

Bu + Bivit -e+ Erun = 0 

mE, 8 PREIE, AAS RAS, W r 就 是 线性 相关 的 了 . AB 
除 两 端 就 得 到 (3-89) 式 . 注意 or 是 唯一 的 、 因 为 如 果 

v=o vt “十 anOn 
则 (a1 =a) vt oe + (Gin — ah) Un =O . 
这 表明 对 每 个 ko 一 gx， 在 一 个 % 维 问 量 空间 中 , 任何 % 个 线性 
无 关 的 回 量 构成 的 集合 叫做 耻 的 一 组 基 ， 
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引 理 8-7 AV EPMA RE KIC 11, …, n AARE NA, 
使 每 个 v€ 六 可 表 为 (3-39) 的 形式 , 则 dim V =n, | 
证 明 我们 需要 证 明 的 只 是 ， 每 组 % 十 1 个 元 素 都 是 线性 相关 的 ， 
Wot, or, User 是 广 中 任何 n 十 1 个 元 素 , 则 存在 纯 量 ax 使 得 

Wj 二 Danek, İxjxnti (3-40) 


由 线性 方程 组 的 理论 ， 我 们 可 以 求 得 不 全 为 零 的 纯 量 B61，-……， 
Ba+1, 使 得 att ) 
21 Bien = 9, 1<xk<n (3-41) 

KARE nti TRMA n 个 方程 的 方程 组 。 因 此 

S bmp- 人 3) Brann =0 

就 说 明 u 是 线性 相关 的 . 

正如 同 在 Hilbert 空间 的 情形 那样 , 如 果 当 ww, v 属于 六 的 子 
集合 时 对 于 所 有 的 纯 量 a, BRA out Boew, WV FBS WwW 
就 叫做 的 一 个 子 空间 . 注意 向 量 空 间 的 子 空间 本 身 是 向 量 空间 . 
引 理 3-8 如 果 六 是 一 个 问 量 空间 并 且 广 的 每 一 组 % 个 问 量 都 
是 线性 相关 的 , 则 dimV <n, 
证 明 设 是 使 玉 有 个 线性 无 关 向 量 的 最 大 整数 (如 果 不 存在 
这 样 的 我们 取 £=0). 因为 每 nw 个 或 多 于 %\ 个 癌 量 都 是 线性 相 
关 的 ,所 以 我 们 知道 这 样 的 整数 是 存在 的 ， 而且 4<n。 因 为 每 一 
组 十 1 个 向 量 都 是 线性 相关 的 ， 所 以 显然 有 ££=dim 下， 这 就 完 
成 了 证 明 . 
推论 8-9 AW BwABSAV 的 子 空间 , 则 dmW<dimV. 
证 明 若 dimV=n, W w +, Wi EW REN n+l Pie, 
则 它们 一 定 线性 相关 ， 因 此 dim W <n(5[ i 3-8), 
引 理 8-10 Aa, 是 复 常数 ,使 得 
>) 2,€"=0, EAN (3-42) 


[pel 


则 所 有 的 cx REFS 
证 明 ”应 用 归纳 法 . 我 们 知道 
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S a= 0，ft 为 实 的 


ARA ox 都 等 于 零 。 现 在 假定 引 理 对 n- 1 已 经 证 明 . ESA 
(3-42) 可 写成 形式 


> QE’) EL=0 (3-43) 


其 中 名 = (Ss, …, Ens) TQ, WEE MAUR. HEAT QE’) 
恒 等 于 零 ， 根 据 归纳 法 假定 , 它们 的 系数 必 等 于 零 
推论 3-11 单项 式 E 是 线性 无 关 的 : 设 mm 是 次 数 <m 的 多 项 
式 组 成 的 集合 ， 因 此 rm 中 的 每 个 多 项 式 PO 的 形式 为 

PP 人 的- D ag (8-44) 


la. 


显然 Om 是 一 个 向 量 空间 . 根据 引 理 3-7 和 推论 3-11， 我 们 知道 
Tm 是 有 限 维 的 . 

引 理 3-12% KPE Em 次 多 项 式 而 RO ED FPS) 的 多 项 
A. WOKKEN, 


证 明 假设 Qo) = Bb," 


的 次 数 k>m, MES |u| = 上 的 5, 不 全 为 零 . 因此 
| g (€) = pA b g” 
不 恒 等 于 零 ( 引 理 3-10) ， Autres E, 使 得 9(E) 40, # 
我 们 令 UQE 一 @(s) 一 9(6)， 则 对 入 二 0 我 们 有 

ROAS |= | gad) | — |@x(a€) | 

= |g | — |@(a€) | 
设 j<m 是 多 项 式 P(XME) 中 对 入 的 最 高 次 数 , 则 
MM, =| POs) 


当 和 -> co 时 是 有 界 的 而 且 有 正 下 界 ， 因 此 ， 
QZ)! alg) | IMAL. o 
Wat, NW O AM, NN 

因为 j<h 这 就 证 明了 @(6) 不 弱 于 已 (5) ， 这 就 完成 了 证 明 . 
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推论 3-18 对 于 给 定 的 多 项 式 了 P(E), 所 有 弱 于 了 PCE) 的 多 项 式 组 
成 的 集合 是 一 个 有 限 维 向 量 空间 ， 
3-4 引 理 的 证 明 


现在 我 们 来 证 明 不 等 式 (3-24) 一 (38-26)。 为 了 证 明 (8-24)， 
我 们 将 利用 一 些 简 单 的 不 等 式 . : 


设 s 是 任意 实数 , 则 由 中 值 定理 . 

ti — t= st} (t1— ta) (3-45) 

HOOP ta JÈ ty P ta RREME. ME | : 
1+ jé (Galén A+ Inf) (3-46) 

1+ |&—y] SAJEN (1+ [nf (3-47). 


从 (8-46) 推 出 ,对 于 o>0 
(1+ JEDI A+ nl) + inr 
从 (3-47) 推 出 , 对 于 c<0 | 
(1+ LEDS AH [€-n])°A+[n|)-* 
因此 ,一 般 有 O | 
AJENA JEn CL [nf (3-48) 
EGR (B45) HS h= (A+ JEL, t= (+ léni). 那么 ,我 们 
有 
[+ ED) A+ j-n)" 
<js/[[€|—{€-nl | maxi d+ Ems + li-n 
<|s[|n] A+ [nE A+ [E—n |) (3-49) 
我 们 现在 就 来 证 明 (8-24), PARE X vES WEH (8-24) 就 够 
J. HY 2-5 iY HE 2-10 | | f 
(m)"E (po) = | FY C) Polé nm) dn 
因此 , ply (8-49) 


e2 e 


(2) AH EDE Gb) | l 
= (14+ ]é|)* | FUG) Fe E—n) dn 


<| GH E-n Py) PoE- | 


tbl far par -nD Py Pele- n) |d 


(3- —50) 
令 w(x) 一 GT 十 1 )sFo(G)] 
H Gt Æ Fourier 变换 ( 见 2-5 47). 
则 


[at nl py) PvE -dn 2m) "Fw) (8-61) 
PII 表示 关于 变量 上 的 通常 的 [2(E") 范 数 , 则 
(2m)"P]w] =] Fw] -lvl (852) 
由 此 
|E (pw) (= (2a) "jpu | 
<max | y(2) | (20r)"/2|0] om [pæl lole (8-53) 
Hi (3-50) 和 (38-51) 
(Qm)*| (A+ EDF o) < 2r)" (F Cu) | 
+s] {In| + aD Fy) 
x | + [é—n|)* Fo(E--n) |d 
因此 由 (3-52) 和 (3-58) | 
| po | «<max| (2) | lve 
+ (2m) ]s} Lola [nl G+ Lal) FYC) Jän 
(8-54) 
这 就 给 出 了 (3-24). | 
为 证 明 (3-25)， 我 们 指出 根据 等 式 (2-62) 和 2-5 WY EM 
2-10 
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PLS, (0) — 0] 
= (Fp) Fo En) LF j CE) — Fj (ef — en) 1am 
我 们 将 证 明 存 在 常数 0O, 使 得 | 
QFE) LPI CE — Fj (en—e€)]|<C(1+|n|) (8-55) 
先 假定 (3-55) 是 对 的 , 那么 由 (3-48) 得 到 | 
[+E [PP Le Che) =p wll 
<o | (1+ Inj) t] Fpa) | | A+ |E—n] )* Fol- n) |’ an 


<O lola | (1+ lol) EC) Jy 
这 就 给 出 了 (8-25), 为 了 证 明 (3-55)， 我 们 注意 到 对 所 有 的 
FIO|<1L 并且 | 
sé F 5 (ef) — Fj(eé ~ en)] 
= — | (Dyes æ) (1 — gist", D) 4 (a) dæ 


= | EDT enj (w) + (1— 6) Dyfi (@) dw 


因为 1—62] <ejy] | a] 
( 见 2-5 节 不 等 式 (2-66)), 我们 有 
(ELLE jC — F 9 (en—2€)]| <0 in] 

RAH EL<ElE|, 就 证 明了 (8-55). 
”为 了 证 明 (8-26), 我 们 首先 证 明 

引 理 3-14 设 7=7(m, n) 表示 模 |4| 和 mm 的 一 切 多 重 指标 4 的 
AB ( 即 阶 数 过 m 的 不 同 的 导数 的 个 数 )， 设 Os, …, 9; 是 本 中 
的 使 det C9) 二 0 的 任意 7 个 向 量 ， 则 对 于 模 || <r 的 每 个 多 重 
指标 u, 存在 实数 Xa，…，》 使 得 对 所 有 次 数 志 m 的 多 项 式 Q(E)， 
RAW ECE, MRA RR a 

MQM (E) =È MEHO (8-56) 


R. 
注意 到 从 引 理 3-6 和 推论 SL. 总 存在 向 量 OC, 使 


a T4 à 


得 det(64) #0, ÆR 8-14 之 前 我 们 给 出 几 个 推论 . 
定理 3-15 # ROST PE, 则 存在 常数 O 使 得 对 所 有 的 《GE 
E’ FU tl 
之 tie! | Hu (€) | <02 A | Piz (£) | (8-57) 
成 立 . 
证 明 ”假定 了 P(E) 是 m 阶 的 . BO, e, 0, 是 满足 引 理 3-14 的 假 
iy E" 中 的 任意 7(m, n) 个 向 量 ， 车 凡是 模 | 久 |<<m 的 任意 指 
P WRITE LOR an, +, 使 得 等 式 (3-56) 成 立 。 因 此 
t QYPE) | <EIN | IQ E+ | 
| <0 Dp” (E+ t8) | (3-58) 


于 是 , 由 Taylor 公式 
POE+19) => ei | 
P : 


因此 
| (€+46;) | <>) Ala | Pete) (£) | 


<E PE) | (3-59). 


这 里 我 们 利用 了 1 这 个 事实 ， 把 不 等 式 (3-58) 和 (8-59) 结合 
起 来 ,我 们 得 到 不 等 式 (3-57)， 
男 一 个 推论 是 
定理 3-16 若 Q(6) 弱 于 P(E), 则 存在 常数 C 使 得 对 所 有 的 实数 
s, c>O A vES, 有 
DOD) 2 | seem SC 2] PMD)? leron (3-60) 


证 明 ”由 定理 3-15 知 存在 常数 Ca， 使 得 对 所 有 的 EE BP A i> 
有 

之 {21 Hl |Q (€) |?<0, 之 31H1 | P(E) [a (8-61) 
fe ERR I-CEIEDS RVI a+ leD*lFol, 并 在 EP 上 关 
于 二 积分 ， 这 就 给 出 了 一 个 与 (3-60) 等 价 的 不 等 式 . 
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引 理 38-5 的 证 明 BAM [wl <m A bjela. Bb, 2-8 
节 的 不 等 式 (2-84) | 
之 , | PWD) gsron < ol a 

 <OUP Dejt ipl), pE) 
因此 由 (3_60) 
SOD) | stom <O PDP] at |p| s) (3-62) 
这 是 (3-26) KI PPB. RIP RBA 
引 理 3-14 的 证 明 由 Taylor 公式 我 们 有 
o Eto) SONG 
因此 ,对 任何 A …, Ar | 
SREO) =) SN POS) (3-69) 
j=1 p Nel pei 
yee OP) SESE RR, WFR |r| <m 的 多 重 指标 ”我 
们 可 以 对 Ay 解 方程 组 
0 dr!, |u| <m (3—64) 
其 中 当 utr it ôn =0 M O.—1. ER, 它 的 解 不 依赖 于 Q, tR 
E, FE (8-64) 的 解 代 入 等 式 (3-63) , 我 们 得 到 等 式 (3-56) .这 就 完 
成 了 证 明 . 
现在 我 们 能 够 来 证 明 2-7 节 的 不 等 式 (2-78) 了 .我 们 只 要 在 
等 式 (8-56) PRt=-LAQOH=-PORMAT. 因此 ,对 每 个 所 我 
们 有 | 
| P (€) | <max]A,| 31] PE +6) | 


WR BL FE RAI BP BY RA, 我 们 就 得 到 所 要 的 个 等 式 . 


35 存在 性 
还 遗漏 了 一 些 事 。 这 就 是 ; 我 已 经 证 明了 只 要 方程 的 右 闹 属 
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于 O°(Q), 那么 形式 次 椭圆 型 方程 的 任何 弱 解 都 属于 CQ)， 但 
是 我 们 还 没有 首先 证 明 这 样 一 种 方程 是 否 有 弱 解 ， 为 了 弥补 这 个 
eI, 我 们 将 证 明 
定理 83-17 Po, D) 是 区 域 品 中 的 一 个 形式 次 椭圆 算 子 ， 则 
对 于 每 个 yEQ 存在 一 个 邻 域 ,使 得 对 于 每 个 AE [2(N,) 
| P(e, D)u=f (3-65) 

在 NV, 中 有 一 个 弱 解 . | 

注意 我 们 并 没有 断言 在 整个 区 域 2 中 方程 (8_65) HN 
解 
证 明 由 工 6 节 的 定理 1-12 只 要 求 得 y 的 一 个 邻 域 Vs, 使 
得 


lgl<olP’(%, D)pl, PECs (Ny) (3-66) 
RET. 
我 们 可 以 假定 O RARR. HER (8-23) 
P'(e, D)p=P(D)9+ >} PD) By) (3-67) 


而 且 , 因为 P;(6) 是 弱 于 了 (8 的 ,所 以 存在 常数 Oo, 使 得 
|Ps(D)9|<ColP Dye, pE), 1<j<N (3-68) - 
由 等 式 (3-22), FE y 的 一 个 形 为 | 
| | 你 一 外 <8, I<k<n 
邻 域 Vy, 使 得 


>>] by (a) | < we Ny (8-69) 
由 等 式 (8-67), 我 们 有 


Pæ, Dol |P Del -$ P,D) Ge) 


>|P(D)pl -0S P (D) GO 


这 里 我 们 已 经 用 了 1-7 节 的 等 式 人 -104) 和 不 等 式 (3-68) Kie, 
fr PECUN,), 我 们 有 
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| P(e, D)p|>|P(D)0| —CoS) S| CD) PD) | 


> |P(D)p| —Co S) $ lub| D5; PY (D) ol 


j=1 lpia 
>| P(D)p] —Co dub 31141 | PD) oI 
— Op $ >! ub] D%,|| PD) oI 
> 2 |P(D)9|—K8|P(D)9| 
RARE BAT 1-7 Wg] 1-15 MI (8-69), MAH O< 
1/3K. 这 就 给 出 
|PD)p|<3|P'(w, D)pl, PERN) (3-70) 
因为 P(D) 是 常 系数 算 子 ，1-7 节 的 定理 1-13 断言 存在 常数 0， 
使 得 / 
|p|<C|PD)el, pE CN,) (3-71) 
结合 不 等 式 (3-70) 和 (3-71) 我 们 就 得 到 (8-66). 这 就 完成 了 证 
明 . 


3-6 例 
考虑 几 个 算 子 的 特例 现在 是 时 候 了 ， 先 考虑 常 系数 算 子 .一 


些 众 所 周知 的 算 子 是 . 
1. Laplace 算 子 ， > Dt. 这 显然 是 椭圆 的 ， 


2. 热 算 子 ，D1 一 6 总 D2， 容易 验证 这 个 算 子 是 次 椭圆 的 . 
3. WF, DI- 已 雄 ， 因 为 无 论 18| 多 大 , 它 的 相应 多 项 式 总 有 


实 根 , 所 以 它 不 是 次 椭圆 算 子 . 
为 帮助 我 们 识别 其 它 的 算 子 , 我们 可 以 利用 

定理 3-18 E PEM PaOMEKMA MN, WM P= PaPa 也 是 次 

椭 贺 的。 


.18.:. 


证 明 A POPPP PPY, 我 们 有 


PD(E) | PPE) | PPE) 
| P() < ee +| P.(é) >o, 
因此 , P 是 次 椭圆 的 . 
从 这 个 定理 我 们 就 知道 形 为 
(È Di) (D+: $; D2) (D; + $ Dt) ee 
HATRARBEKMAR F. 
习 E 


3-1 WHE ALO) wu ARAE H h Dw > QO), 

3-2 证 明 推 论 3-13. 

3-3 证 明 等 式 (3-45) 和 不 等 式 4(3-46) 和 (3-47)。 

3-4 TEMA eK 

3-5 En ES A u] mn 的 不 同 的 多 重 指标 4 的 个 数 7(m, n) GR 
A; BES | e| =m 的 多 重 指标 ). 

3-6 证 明 : 总 可 找到 不 全 为 零 的 bo eu Baa EFTAS- RA. 

3-7 证 明 引 理 3-10 证 明 中 的 第 一 个 断言 
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第 四 章 Cauchy 问题 


4-1 问题 的 陈述 


在 前 儿童 中 我 们 研究 了 关于 方程 在 区 域 Q 中 | 
Pow, Dju=f (4-1) 
在 什么 情况 下 有 解 的 问题 . 如同 我 们 在 第 一 章 一 开始 所 看 到 的 ， 
一 般 说 ,方程 (4-1) 的 解 不 是 唯一 的 。 所以, 毫 不 足 怪 , 在 大 多 数 应 
用 中 都 要 对 偏 微分 方程 的 求解 加 上 一 些 进一步 的 限制 ， 这 些 附加 
的 限制 通常 是 以 边界 条 件 的 形式 出 现 的 ， 而 方程 和 边界 条 件 一 起 
就 叫做 一 个 边 值 问题 . | 
最 古老 而 又 较 重 要 的 边 值 问题 之 一 因 Cauchy mZ. XT 
对 方程 (4-1) 来 描述 这 个 问题 ,我 们 必须 从 诸 坐 标 轴 中 区 分 出 一 个 
来 ， 为 了 最 容易 地 做 到 这 一 点 ， 让 我 们 在 Ae? chi AR E E" 中 讨 
论 问题 ， ERNS 
æ= (a1, t, Sn), E= Bni 


而 且 用 (w， t) REAR 丸和 中 的 点 ,代替 Pw, D) RIVE AE F 


P(g, t, D; EZ) Də) == ton ,Kp (£, t) Ds D? (4-2) 
其 中 D,= (DD, aa) D,), D,= D n+l 
i D= Di. e Din 


设 2e 是 E AAA ERARIK, NEA E Qo 和 半空 间 
b> O 的 交 ， 方 程 (4~-2) 在 0 中 的 Cauchy 问题 就 是 要 求 一 个 函数 
u(x, 1) EO” (Q), HE 
P(e, t, Dz, Dj u=fo@, t), Z Q p (4-3) 
m Dule, 0) =9% (x), Æ AQ _b,0<k<m (4—4) 
E f EEQ EW E N R BT ge Fe E Qo MFH =o Hh 3 
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22 上 给 定 的 函数 . 我 们 说 Cauchy fi] Bi (4-38), (4-4) 是 “ 适 定 
的 "?， 如 果 这 个 问题 对 于 每 组 充分 光滑 的 go, …， In- 有 了 唯一 
解 . 
在 继续 进行 之 前 我 们 必须 做 一 个 注解 .为 使 等 式 (4-3) 和 
(4- 溜 互 不 矛盾 ， 重 要 的 是 等 式 (4-2) 中 D? 的 系数 在 AQ 上 必须 
处 处 不 为 零 . 因为 若 在 一 点 (cz,，0) E2 处 DY 的 系数 等 于 零 , 则 
等 式 (4-3) 就 给 出 


m—1 


2% x(a, 0) Dig, (@) =f æ, 0) (4-5) 


这 将 在 点 (2, 0) 处 对 gi 加 上 一 个 限制 。 因 为 我 们 要 求 对 于 所 有 
的 gs 的 选择 都 要 有 解 (只 要 gt, 是 充分 可 微 的 )， 所 以 我 们 要 避免 
这 一 情况 ， 因 此 ,我 们 将 假定 

Co om(2 0) #0, FE 2 上 (4-6) 
我 们 用 “ 超 平面 1~0 不 是 算 子 (4-2) 的 特征 ”这 一 句 话 来 描述 这 
点 . 


4-2 55 解 


象 往常 一 样 ,我 们 从 简单 情形 开始 ， 我 们 首先 假定 算 子 (4-2) 
是 常 系数 算 子 .其 次 , 把 (4-4) 中 的 gn 取 为 零 , 我 们 其 至 假定 f€ 
OFC). 因此 我 们 的 问题 为 | 
P(D)u=f, HQ, (47) 
Diu(a, 0)=0, #202 E, 0O<k<m (4-8) 
为 了 省 时 省 事 我 们 用 以 下 的 记号 ,; D= (Ds, Dò. 
我们 先 从 一 个 简单 的 观察 开始 .因为 FEC), 我 们 可 以 
把 f 在 Qo 一 2(Qo 的 包含 在 半 室 间 EXO 的 部 分 ) 中 延 拓 为 零 . 延 
拓 后 的 函数 广 显然 仍 属于 OOOD. MEBLE uco) 是 方程 
(4-7) 和 (4-8) 的 一 个 解 。 ROA DWR u E Qo 一 8 中 延 拓 为 
F, MEMAR u 属于 OO). 为 证 这 点 ,注意 到 所 有 的 导数 
«Diu, 0<k<m, 在 穿 过 曲面 08 时 都 是 连续 的 。 而且, 因为 


» 8] o 


P(D) =P (Da, Dy) = p2 Cn x DYEDE (4-9) 
a pit 
a = &0,-«,0),m +0 (4-10) 
我 们 看 到 在 AQ 上 Drue, 0)=0 (回忆 一 下 在 2 ELA F=0), 
因为 广 和 人 在 Go 一 2 中 都 等 于 零 , 立 即 得 到 也 是 
PDw=f - (4-11) 
在 26 中 的 一 个 解 ， 特 别 ,ui 是 弱 解 , 由 此 
| us PCD) p dwdt -| fipdadt, pECF(Q) (4-12) 


AA us Al fs FE Qo-Q PREFS, 这 就 化 为 
(u, P(D) 9) = (Ff, p), pE OF (Qo) (4-18) 
其 中 
(v, w) =| ow da dt (4-14) 


所 有 这 一 切 的 结果 是 ， 方程 (4-7)，(4-8) 的 每 一 个 解 都 满足 方程 
(4-13) . 现在 来 证 明 其 逆 . 若 vEO”(9) 满足 方程 (4 13), 则 w% 是 
方程 (4-7) 和 (4-8) 的 解 。 为 了 证 这 一 点 , 我们 必须 回 到 我 们 的 分 
部 积分 公式 上 去 ( 见 1-3 45 1-26)), BAH RA BR BR OC 
OF (Qo) FE OQ 上 等 于 零 . 

用 我 们 现在 的 记号 ,分 部 积分 公式 是 


| Dibde dt=— if hy,do, 1<k<n+1 (4-15) 
其 中 yx 是 zw 轴 和 8 的 外 法 癌 间 的 夹 角 的 余弦 设 20 是 80 
的 不 包含 在 超 平面 1=0 中 的 那 部 分 . BF hE .9 附近 为 零 , 则 等 
sh (4-15) 2 H 


| | Diidadt—0, 1<k<n (4-16) 
和 
| Djhdadt= — if hda (4-17) 
a 2,0 
特别 ,车 wE0O1(9) Ti pE? (o), WA 
a (Dw, p) = (w, Dip), l<k<n (4-18) 
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(Daw, p= (w, Dp)—if wpde (4-19) 
重复 应 用 等 式 (4-19), 对 于 wE C*(D) Al pE OF (Oo) REAR 
(Diu, y)=(w, Dip) —iZ | DrivDFipds (4-20) 
现在 我 们 把 这 些 公 式 用 到 表达 式 (P(D)w pg) LK, Hue 
O” (Q) T p E OF (Qo), BLAH 
(P (D)u, p) = 人 Quy x CD Drw, p) 
= > aoz| (u, Di Dip) 


(Fe 
一 id Di “Iu DF Dip da | 
= (u, P(D)9) —i > | NuDF' ode (4-21) 
其 中 
Nu=> 5 orDYDJ 1<j<m (422) 


k=j |pl<am—k 
现在 假定 wu€E0”"(0Q) 对 所 有 的 pEOF (Qo) 满 足 方程 (4-18). 特别 ， 
对 于 所 有 的 gE COFCO9) 它 也 是 成 立 的 ， 因 此 入 是 方程 (4-7) 的 解 
(H 1-6 3). 因此 等 式 (4-2 了 1) 就 给 出 


>f NuD pde=0, pE 05 (Qs) (4-23) 
我 们 断言 等 式 (4-28) 蕴 合 着 
Nm=0, 在 00 上 ,I<j<m (4-24) 


我 们 把 这 点 的 证 明 推迟 到 本 节 的 最 后 .目前 我 们 注意 到 (4-24) 式 
蕴含 着 等 式 (4-8)。 事 实 上 , 由 等 式 (4-22) 
Nnv= au 
Nn_1U=aDnt | 之 ， Gm_1 Diu 


—fit, Naru=aDiu+ “ARAR u, Du, =, Diu 及 其 关于 
wi, e, wn RFR RE REE”, AAH (4-10) 0 #0, 所 以 在 209 
上 Wnu 一 0 MARTE OA 上 vw=0， 由 此 又 知 Wn .u-0R SB 
Du=0, 等 等 ， 这 样 ,我 们 已 经 证 明了 
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定理 41 函数 wEO"(2) 是 方程 (4-7)，(4-8) 的 解 , 4AM u 
满足 方程 (4-13) . | 

我 们 愿 指 出 定理 4-1 对 任何 fECCQ) 都 成 立 ， 事 实 上 , Au 
是 方程 (4-7) 的 解 , 则 由 等 式 (4-21) 


u, PODP ~ (fp) =i $| Nw Dido (4-25) 


现在 ， 考 察 一 下 等 式 (4-22) MA Dru 在 任何 Nr 中 都 不 出 现 
因此 ,车 ww 满足 (4-8), 则 对 每 个 j 在 908 上 Nu=0, 这 表明 方程 
(4-13) 成 立 ， 反 之 , 若 方 程 (4-13) 成 立 , 则 (4-28) 也 成 立 , 因而 方 
程 (4-8) 成 立 。 | 

由 于 有 定理 4-1, 看 来 当 vE Z(9) 满 足 等 式 (4-13) 时 ， 就 把 
u 称 为 方程 (全 7)，(4-8) 的 一 个 弱 解 就 是 自然 的 了 。 在 4-3 节 中 
我 们 将 研究 (4-7), (4-8) SSF. 

剩 下 来 要 证 明 从 (4-23) 可 以 推出 (4-24) 这 可 从 下 列 引 理 得 


到 ， 
引 理 4-2 AF wile), eee, Wm (£) 是 Oo 上 的 连续 函数 ， 而 县 

Sf oe PE OF (Qo) (4-26) 
则 w, ESTR. 


证 明 假定 对 茶 个 ? 和 某 点 mwEau， 我 们 有 w (2o) #0. 我 们 可 
以 假定 Re wj (zo) >0。 由 连续 性 ， 存 在 me 的 一 个 邻 域 尽 ， 使 得 
WF eEN Rowe) >0, 于 是 ,存在 正常 数 7, b, 使 得 柱 体 

|a—ao|<2r, |t| =<25 
包含 在 Qo 中 ,而 |z 一 zo|<27 包含 在 W P. te yla) 是 CP (008) 
中 的 一 个 函数 ,使 得 | / 

pæ) 一 1，|2 一 如 | <r 

pls) =0, |w—a| > 2r 

Oxir) <1, sE 
ME p(t) Æ COE) 中 的 函数 ,满足 

p(t) =1, |t| <b 
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o(t) =0, |4| 20 
(这 种 函数 的 作法 见 1-3 #). > 
po t) = (it) h(a) E) 
GR, pECT(Q.). MH, WF kAjJ—1, Dips, 0) =0, 并 且 
Di p(@, 0) =G—-D !b (a) | | 
这 就 证 明了 这 个 函数 在 |z 一 加 | <r 中 是 正 的 , EN 中 是 非 负 的 ， 
并 且 在 六 外 等 于 零 . 因此 ,我们 一 定 有 


Re | Dipa, dv>0 = (4-2) 
J0 


但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 对 于 所 选择 的 pk, (4-27) He eT 
(4-26) 的 左 端的 实 部 ， 这 就 完成 了 证 明 . 
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我 们 稍微 仔细 一 点 来 考察 方程 (4-7)，(4-8) 的 弱 解 。 首先 我 

们 指出 由 1-6 节 的 推理 立即 给 出 
定理 和 3 对 于 任何 了 ED(Q)， 方 程 (4-7)，(4-8) 有 弱 解 的 一 个 
必要 充分 条 件 是 | 
. IF, ~)|<C|P(D) ep, p€ OF (Qo) (4-28) 
此 外 ,我 们 有 
定理 44 对 于 所 有 的 AEC(Q)， 方 程 (4-7)，(4-8) 有 弱 解 的 一 
个 必要 充分 条 件 是 

|p| <O|PD) el, PE OF (Qo) (4-29) 
证 明 充分 性 是 明显 的 ,因为 ,根据 Sohwarz PEA (1-62) , (4-29) 
ES AMES FE 天 4@)， 有 

IA, PISA lels IoP Del. 

为 证 必要 人 性， 假定 不 等 式 (4-28) WHE PED (OQ) 都 成 立 ， 车 
(4-29) 不 成 立 , 则 在 CO (Qo) 中 应 有 一 个 函数 序列 {gx}, 使 得 

| Px ><, |P (D)pr| =1, kee (4-30) 
& Fi(f)= (f, P), FELPO) k=1, 2,- 
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则 对 每 个 天 是 Zi2(@) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 而 对 每 个 
FEL Q), (4-28), RAN A 
EDISI GF, pe) | <C|PD) gall = 
lub | Fx (f) | <20 
根据 Banach-Steinhaus M 1-5 47 定理 1-10), 应 存在 常数 O， 
使 得 


所 以 


Fe |<CNFl, JELO), k=1, 2, 


K 2)1<0Ul FELD), k=1, 2, 


| Px | <O 


这 与 (4-30) 了 矛盾 . 因此 (4-29) 成 立 . 证 毕 . 
特别 , 我 们 知道 , 对 于 任何 区 域 Qc Be, 4 AAR 等 式 
(4-29) 成 立时 ， 方 程 (4-?)，(4-8) 对 于 每 个 JE LD? (Q) ABA RE. 
月 然 要 问 什 么 样 的 算 子 PCD) 满 足 (4-29) 呢 ? 在 这 方面 我 们 有 
定理 和 5 GQ 包含 形 为 0<<t 二 25,，b 汪 0 的 一 块 带 形 区 域 , 且 
P(D) 满 足 (4-29), 则 存在 常数 五 ， 使 得 者 对 实 的 5 有 PE, 5)=0 


成 立 , 则 
[Ime|<K (4-81) 


证 明 RE, DHPEH RHR, APE, r)=0. i Yl) 40 
Ce (AP) AHS BR BE, 又 设 p(t) fi Co A") 中 的 函数 , 它 满足 
p(t)=1, |t|<b 
p(t) =0,  |¿| 26 
H —6O<p(t)<1, | #| <20 
A> 


pla, )=th(ex) p(éexp(é(a, É) + itr) (4-32) 
我 们 可 以 取 Qo 包含 带 形 区 域 |i] <2, 这 时 p. EOF (Qo), 因此 对 
于 p, 根据 假设 , 不等式 (4-29) 是 成 立 的 ， 于 是 


lp. (Cw, #) P= [| y(ea) def" exp (2t Imr) |e) Jadé 
> el Ca) | :| exp (2t Im +r) di 
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另 一 方 而 
万 = 1 5 ,kk) 
PO) Pe peo utik! me (D) 
xexp(i(a, E) + dtr) Dip (ex) Dip O) 
=exp(i(a, È Fite) po ar 


PE, 7) Dib (sx) Dip) 


n ait P(E, T) 
其 中 | PUEDE 7) -ior 
因此 
|P(D)p.|<exp¢Imz) B iir 
x | PPE, +) || Dip (ex) Dip | 
因此 


IP(D) ol?<0O PAN | P(E, v) |? | Diy Ces) |? 
x P exp (2t Im 1) | Dtp lt) |®dt 


<eo, 5 PODE, r) Ply) | af? exp (2i Im r)dt 


+e", | 5 g? KI = | POE, T) |3| Dih (2) (3 
ifs. NN EE 
2b 
x | exp (2t Im +) dé 
RA (4-29), BANA 
f exp(2t Im r)dt<Cg >) | POPE, r) |? 『 oxp(2t Im syd 


E 
+04 之 ， gale! 2 | PMH OE, r) J?) exp (2tIm7)dt (4-33) 
4 0-30, # Im <0, 由 (4-33) 就 得 出 
1L--exp (26 Imt) SOs (1+ |E] + |¢|)*"(exp(2b Imt) 
—exp (4b Im 7) ) 
REH 
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t<Og(1+ |El +] e}])2"exp (2b Imr) 
内 此 | 
[Ime] < Jo [In Og+2mIn(1+ |E|+]z/)] (4-34) 
TARR RES, 因此 Imr 代数 地 依赖 于 & 和 Ret, 因此 , AS 
IE- CRer)s->co 时 |Imr| 是 无 界 的话 , 则 Imr 应 该 象 S|? 
+ (Re +)? 的 某 个 者 那样 趋 于 无 穷 . 这 种 可 能 性 由 于 (4-34) 而 消除 
了 .因此 当 Im zt<0 时 , (4-81) 得 到 证 明 ( 见 2-6 节 ) .为 证 Imr>0 
sf (4-381) 成 立 , 注 意 到 我 们 可 以 把 已 (6 7) 写成 下 列 形式 
P(E, t) =ar" ta (Et tH tan (6) (4-35) 
Ja; (6) 是 8 的 次 数 <I HAHA. TE, 由 代数 基本 定理 , 对 
iJe E FE PE, 如 一 0 的 m AAR Titt, Tw， 而且- 
Š r= — is) (4-36) 
所 以 | 
$ Im r= Im 2e] 


Imfai(§)/e] BE 的 次 数 SL HEAR. WA, 我 们 刚刚 证 明了 
>Imr>- OF (4-87) 
这 表明 
Im [aS] <e, 
MIR RO LITI KA M1 BY SSR A REE HR. A 
$ Imr- Cs 


加 此 ,对 每 个 有 
Tm zz 一 Cs 一 > Im7j;<Cg+ (m—-1DK 
从 而 证 明了 (4-81)， 
满足 (4-31) 的 算 子 PCD) 被 称 为 关于 t 轴 是 双 曲 型 的 算 子 . 
当 不 会 产生 混淆 时 , 我 们 将 把 它 简称 做 双 曲 型 算 子 。 在 4-4 节 中 
我 们 将 研究 这 种 算 子 的 某 些 性 质 ， 
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44 双 曲 型 算 子 的 性 质 


从 定义 我 们 立即 看 到 
5318 46 BT PID 是 双 曲 型 的 ， 当 且 仅 当 卫 (D) FDL A 
Y. 
为 一 个 简单 的 推论 是 
定理 4-7 设 
p(D)= 之 a,x DiD (4-38) 


(æl +k=m 

表示 PCD) ERB 2-449). APD) ROHAN, MAFFE 
的 区 pÈ, 7) 只 有 实 根 ?。 因 此 p(D) 是 双 曲 型 的 ， 
证 明 最 后 一 个 命题 , BD p(D) 是 双 曲 型 算 子 , 从 双 曲 性 的 定义 得 
出 (4-83 4). Ai pS, DRAB, Bee RUTH plé, r) 
=0 有 使 Imt=c>0 WHR Tt. MÆ 

POEM) pE, 2) +208) (4-89) 
其 中 @ 是 次 数 二 m 的 多 项 式 . 设 工 是 位 于 上 半 平 面 的 中 心 在 7、 
半径 <c/2 的 一 个 圆周 ， 并 使 we, 2) EL ERAR. 因此 对 于 
r ER z j 


ip(é, z) | >8>0 (4-40) 
并 且 , 存在 常数 M, (RBM T ER 2 有 
QOS, A2) | < Mari (4-41) 


因此 当 入 EAKR, RFE ER 2 A 
QOEM) < plé, o)| 


由 Rouché 定理 和 等 式 (4-39), 我们 知道 了 QE, Aa) /A™ ÆT AB 
少 有 一 个 根 。 把 它 记 做 o， 由 双 曲 性 的 定义 我 们 有 
[Im Ag | <K 


BY, Jimo| <% 
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另 一 方面 ,因为 o WA, RAN BA 
Im o> | (4-42) 


这 就 给 出 ce<2K/A， 令 和 ->oo, 我 们 得 到 一 个 矛盾 , 它 表 明 不 能 
Imyr>0， 类 似 的 推理 证 明 也 不 能 有 Imr<0. 这 就 完成 了 证 明 . 
推论 4.8 齐 次 多 项 式 PCD) 是 双 曲 型 的 , 当 且 仅 当 (4-10) 成 立 
并 且 当 & 是 实数 时 方程 P(E, z 只 有 实 根 . 

下 述 定理 给 出 了 一 个 有 用 的 判别 法 ， 
定理 和 -9 车 P(D) 的 主 部 pCD) 是 双 曲 型 的 ， XE PCD) —p(D) 
弱 于 pCD), 则 PCD) 是 双 曲 型 的 . 

在 证 明定 理 4-9 之 前 ， 让 我 们 先 来 给 出 这 个 定理 的 一 个 重要 
应 用 ， 一 个 m 阶 齐 次 算 子 pD) 被 称 为 全 双 曲 型 的 , 如果 pE, 了 
对 每 个 实数 天 0, 有 m 个 实 的 单 根 z7， 这 个 概念 的 重要 性 起 源 于 
定理 4-10 车 p(D) 是 mw 阶 全 双 曲 型 算 子 , 而 QD) 是 任何 阶 数 
<m WAF, W PD) =p(D) 十 QC(D) 是 双 曲 算 子 ， 

证 明 考虑 多 项 式 


pe 人 r= PED, 1<ken 
pD (E, T) = rE T) 
根据 假设 
DOE, Av) 一 和 DT)， 和 >O | (4-43) 
在 等 式 (4-43) 的 两 边 对 入 微分 ,然后 令 和 = 了， 我们 得 到 
BEPPE, DFrp DE, t) =mpE, s) (人 多 
FË | 
S |p, 2) +0, & T HKH, [El-+ le] #0 4-45) 
因为 , 否则 的 话 ,将 存在 一 个 实 的 (6, 7) #0, pP, cr) = 0. H 
等 式 (4-44) 就 推出 pCE, z =0. 但 是 这 就 意味 着 是 plE, +) =0 
HEDZER, SR, 
Hy (141-45), RIAN 
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i 
2 [pP E, 梧 | 
在 集合 |E|+ je] = 1 EE, z 是 实 的 ) 是 连续 的 ， 因 此 在 这 个 集合 
上 有 最 大 值 而且 (4-46) 中 的 分 母 是 (m 一 起 次 齐 次 的 。 因此， 
EE, 可 是 任何 使 JE] + [e| =A 0 的 实 向 量 , 则 
和 全 
ntl t nel ye y “= 
Ble! Be a) 
HM A RE ETE — aM, 使 得 
(JEL + DM (F |p, 1+1) (448) 


这 个 不 等 式 说 明 每 个 阶 数 <m 的 算 子 都 弱 于 pD). 现在 我 们 应 
用 定理 4-9, 就 证 明了 定理 4-10, 

定理 4-9 的 证 明基 于 以 下 几 个 引 理 ， 在 叙述 并 证 明 这 些 引 理 时 我 
们 要 恢复 到 第 一 至 三 章 所 用 过 的 记号 . 

引 理 411 设 @ 是 一 个 加 次 多 项 式 ,又 假定 对 于 复 向 量 上 和 2， 
我 们 有 


(4-46) 


QE tHg) #0, 4 jz < 上 “为 复数 时 (4-49) 
则 
IQE+O <2") 6) | (4-50) 
证 明 S9@)=QE40). Ba, 2m 是 9 的 复 根 , 则 由 假设 
HIH izla ， 另 一 方面 
OEO ID _ foe 


一 一 


RE gW) (=z) 
因此 | ee <IMG a +1)<2" 
这 正好 是 不 等 式 (4-50) . 
S412 若 多 项 式 @(6) 弱 于 多 项 式 已 (6), 则 对 于 每 个 复 的 《， 
EMBWMN QE+O HFBMA PEHO). 
证 明 oA Taylor 展开 
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| (Eee 
EO = 22s 


由 此 [3 
HH kL QO MUM. Hh 3-4 节 的 定理 3-15, 这 个 式 子 给 出 
LEHOI <0] EE] POO} (4-81) 


现在 POE) =~PPE+E-O == Psa 
由 此 


加 [PEOS Bl PPE] (4-52) 

Kpm PORKA. 结合 (4-51) 和 (4-52), 我 们 得 到 O 
[REE | <OJt Hr EPOE (4-53) 

这 就 证 明了 O64+OBF PEHE). 证 毕 . 


引 理 4-18 假定 
REEE 

其 中 每 个 @;(E) 是 一 个 j 了 次 齐 次 多 项 式 ， 若 pnp(6) 是 mw 次 齐 次 多 项 
式 ,而 QO BF oS), WHA Qf MHF pE. 
证 明 设 ho,…, hm 是 mw 十 1 个 不 同 的 实数 , 则 

> QE) =Q E), O<k<m (4-54) 
因为 矩阵 QD 是 韭 奇异 的 ,我 们 可 以 从 方程 组 (4~54) 解 出 QE E 
Qh5) 来 表示 . 央 还 

QE = = anQ hÉ), OSÍ Sm 
由 此 

ILO <C 之 RE) | <C 2 |p (ug) | 
<0” 之 lp (E) | 
因为 DE) 都 是 并 次 的 ， 这 就 证 明了 每 个 QO) MBF rE. 
击 在 我 们 已 准备 好 来 给 出 
定理 4-9 的 证 明 ”我 们 断言 只 要 证 明 存 在 83>0, 使 得 从 
E, n kW, 6, r BH, |S) +7] <ò 
. 92 + 


能 推出 | 
p(E+L, n+ti+r) #0 (4-55) 


MET. KHA, BE (4-55) oe. WA, 由 引 理 4-11, & 

IE 十 titr) | <2"|p(E, ntl, él+lr|< (4-56) 
于 是 ,由 第 三 章 的 引 理 3-6 和 3-14, 存在 有 限 个 实 向 量 (&op, 1), 
它们 满足 EPIIT] <8, 使 得 OE, 7 十 切 的 每 个 导数 可 以 表 成 
如 下 形式 | 

DOE, nti =E up EHO, ybita) 
FN UE, H (4-56) 

IPC, nt |<Clp, ntl, E n KR (4-57) 

现在 PE, d= Sm, 1) 
SL p 是 次 齐 次 多 项 式 , Pm 一 P， 由 假设 和 引 理 4-13, H+ px 
Sud Pp， 因 此 由 引 理 4-12 每 个 oS, n+ DF pS, nti). 
FH (4-57) 30g 4A HH 

(PE, n+4)|<C\p, nt+4)|, 0<k<m (4-58) 
BBA, a A FES AY, 


È, ntad |= alt a(S, Zi) 


ciao off, gri) 


<|A[E™O | p(€, tas) | 


换言之 ， 


PE, Dp, DN < PPE DL, |Imsl>1 
特别 
IPE, 本 j>12G D|- IPE, 2) -p&, 可 | 
之 DG，7) | (1-7) (4-59) 


因为 o(é, 7 是 双 曲 型 的 , 故 当 Imr4OW DE, DRET. 于 
是 不 等 式 (4-59) 表 明 , 4 [Ima |>max[1, mola, PE, 不 等 
FO, TE PREKER. 
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所 以 , 余下 只 要 证 明 (4-55)， 在 证 明 中 我 们 将 利用 下 列 重要 
引 理 . 
引 理 4-14 设 
PE, D= Dal (4-60) 
是 z 的 多 项 式 , RaO EE-E 连续 ， 假 定 am(&o) #0, LB 
a (E), ++, Zm (E) He E 给 定时 


P(E, 2) =0 (4-61) 
的 mm 个 根 .、 那么 ,通过 把 这 些 根 适当 地 排 个 次 序 ,我 们 有 
ZE) > uE, 24 E> So, L<j<m (4-62) 


暂时 承认 这 个 引 理 , 让 我 们 继续 证 明 (4-55).， 首先 注意 到 把 
Ref Mu SE 中 以 及 把 Retr 吸收 到 7 HH, (4-55) 可 以 由 
p(E+ ib, n+é+%A) 40 


S, 9,7, 和 为 实 的 ,1901 十 | 和 A| <d (4-63) 
得 出 ， 换 句 话说 , 我们 不 要 z=Y 是 
plé+20, nt+t+2(a+3)]=0 (4-64) 
的 根 . 因为 
和 


这 个 的 多 项 式 只 有 根 2- 一 二， 由 引 理 4-14， 存 在 足够 小 的 


5>0, 使 得 当 16, + |A] <d 时 z 的 多 项 式 

p(9, Latz) (4-65) 
RA TA GER (4-65) F 2” WAR Æ pO, 1)=0a40,) 于 是 2 的 
双 曲 性 告诉 我 们 : 当 Imr>0 时 
=))=0, Ë, 0, Ns A SERY, 

[Gl + [a] <8 (4-66) 
没有 实 根 2 而 且 , 因 为 当 gj + ja] <s 时 (4-65) 上 只 有 人 负 根 , 所 以 


s. O4 œ 


p(é+20, nota d+ 


当 JØ] + [A] <8 时 等 式 (4-66) 中 加 的 系数 是 p(g,X 十 于) 关 0. 因 


此 (4-66) 的 根 连 续 依赖 于 rz， 而 且 若 Inr>0, 则 这 些 根 不 可 能 是 
实 的 . 如 果 能 证 明 对 于 某 个 满足 hnr>0 的 rY， 这 些 根 都 有 全 的 
虚 部 ,那么 将 推出 对 于 满足 hnar>0 的 任何 这些 根 都 有 负 的 虚 
部 .特别 ,将 推出 对 于 75=i%/2, 2 一 ?不 能 是 方程 44-66) 的 一 个 根 ， 
这 正 是 我 们 要 的 结果 . 

为 了 证 明 存 在 一 个 满足 Imnr>0 的 17, 使 得 方程 (4-66) 的 所 
有 的 根 都 有 负 虚 部 , 令 r=t 如 ， 且 设 > 是 (4-66) 的 任何 一 个 根 。， 如 
RRIS c=z/p, Wok 


yO, ( 1 )= 
p ($ +08, Lito A+) )=0 


的 一 个 根 。 于 是 当 poo 时 , 这 个 方程 趋 于 
p (08, ito (.4+3)) -0 (4-67) 
因此 , 当 coo WY, o AIA) RE (4-67) FH — a G 4-14). 但 
是 任何 满足 (4-67) 的 o 都 满足 
1 


i 
p(9, A+5++)=0 


AA (4-65) 只 有 负 根 ， 因 此 i/o 一 定 是 负 的 . 这 就 表明 对 于 oH 
tp, 4 p> 时 和 > 一 co。 因 为 2 是 方程 (4-66) 的 任何 一 个 根 ， 这 
束 推 出 对 于 T=ip 和 充分 大 的 p, 方程 (4-66) 的 一 切 根 都 有 负 虚 
部 ， 这 就 完成 了 证 明 . 

剩 下 的 是 要 给 出 引 理 4-14 的 证 明 . 

设 P (Èo, 2(€o) ) =O, Bh s>0 是 任何 一 个 数 , 使 得 对 于 

12 一 2(5o) | =€ 

A PEo, 2) +0 (因为 至 多 只 有 m 一 1 个 另外 的 根 ， 所 以 对 于 所 有 
e>0, 这 都 是 对 的 ,至 多 有 e 的 m 一 1 个 值 除 外 ). 设 荆 是 中 心 在 
20). BAe HAVA. BAET E P(So,2) 40, 所 以 存在 65> 
0, HATED EA IP So, 2) (25. > 


M =max|z| 
eer 


NE HIPAA Eo, 使 得 
Š! |a (£) -a(o |M <È 
ROM PIER EMET, 有 
IPE, 2) -PE 2)|<2-<|PGo, DI 


因此 由 Rouché 定理 ,多 项 式 
PE, 2) =P (E0, DHP E, 2 —-P Eo, 2] 

ET AMHR Poo, z) 具 有 一 样 多 的 根 ( 重 根 的 重 数 计 算 在 
A). BAPE, DAP Eo, 2) 都 正好 只 有 m 个 根 ， 这 就 证 明了 引 
理 . 

算 子 P(D) 叫做 全 双 曲 型 算 子 ， 如 果 它 的 主 部 ( 即 最 高 阶 的 
项 ) 是 全 双 曲 型 的 .定理 4-10 世 言 每 个 全 双 曲 型 算 子 是 双 曲 型 算 
F. 


45 常 微 分 方程 
现在 我 们 来 考察 一 个 常 微分 方程 问题 ， 设 D(z) 是 形 为 
P(r) = > ayt" (4-68) 


的 多 项 式 ， 其 中 or 是 复 常数 ， 我 们 假定 am +0, 而 且 为 方便 计 我 
们 令 


Qn=l (4-69) 

考虑 下 列 问题 
P(DDul =f @, t>0 (4-70) 
D'u(0) = gs, 0<k<m (A-71) 


其 中 f(D 是 一 在 t=0 上 的 连续 函数 而 gx 是 给 定 的 第 数 ， 我 们 要 

对 所 有 的 了 和 gx 解 方 程 .4-70),(4-71). 为 此 ,我 们 首先 注意 到 
我 们 所 需要 知道 的 一 切 婚 是 如 何 解 下 述 问 题 

P(D;,)uCt) =0, t20 . . (4-72) 

Diu(O)=0, Oxk<m—-1 (4-73) 


DP tu(0) =i (4-74) 
因为 假设 我 们 会 解 问题 (4-72) 一 (4-74). 设 w() 是 (4-72) — 
(4-74) 的 一 个 解 ， 令 uo (t) = gow (t) , M HS AWE 


g J | / 、 。 、 
uj} = | 9 -> PoI t 4 (0) jot), l<j<m (4-75) 
人 
u(t) =$ DP- (t) (4-76) 
j=l 


BPR uC) 是 方程 4-72) 的 一 个 解 . dy (4-78), (4-74) 和 
(4-75) 


m k+l 
o Diu(0) =X Dr tu 0) = 2 Drt- tu; C0) 
j=1 j=1 
k 
— Di~ tig, (0) 十 ` DEI 1 (0) == On 
j=1 


因此 (4-76@) 是 (4-7 了 DD 和 (4-32) 的 一 个 解 ,为 了 得 到 (4-70), (4-71) 
的 解 , 我 们 只 要 在 等 式 (4-76) 上 加 上 


P(D, v(t) =F, t>0 (4-77) 
和 / 
Džo (0) =0, 0<k<m (4-78) 
BI —- ie 0 (2). 
令 
v(t) =i | f(s)wt—s)ds (4-79) 


微分 (4-79) 式 ,我 们 得 到 
Dalt) =f (t)w(0) +4 | f(s)Dav(t—s)ds (4-80) 
又 由 (4-73), 有 
Div (1) =i: (8) Diw(t—s)ds, O<k<m (4-81) 
APR, M (4-81) 我 们 看 到 ?满足 (4-78) X b= —1 MIFA 
(4-81), 我 们 得 到 
Drol) =f E) Drw) +i | f (3) Dw lt—s)ds 
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因此 PCD, 0(t)- =f) +if FOP Dw- s)ds~ f(t) 


MATT v(t) RL AE (4-17), (4-78) WR. SR BRATS 
得 问题 (4-72) -— (4-74) BY — we), BRAT Se APE A (4-70), 
(4-71)， 男 一 方面 ,我 们 可 以 非常 容易 地 写 出 一 个 解 来 ， 事 实 上 ， 
令 


eit 
w) = 24 sto P (z) dz (4-82) 


其 中 荆 是 复 z 平 面 上 的 任何 简单 闭 曲 线 , CE POMRAREL 
的 内 部 . 时 人 


k zte — 
Diw (t) = -1 a we” at (4-88) 
特别 
Pe , 1 f cuter S 


wos, LI BRRR A E 半径 R ASKK BA, 我们 得 到 
Drw (0) = 1S7 Bete Bdo 
Saf 0 Re"? + Q(Re®) 
其 中 Q(@) =P) —2" 是 一 个 次 数 <m 的 多 项 式 ， 令 Boo, X 
于 0<k<m 一 1 我 们 得 到 0, 对 于 =m 一 1, 我 们 得 到 工 AWE 
明了 (4-82) 是 问题 (4-72) 一 (4-74) 的 一 个 解 . 
最 后 , RNS bw h K aR od) Al wd) 推导 儿 个 有 用 的 
不 等 式 ， 假定 了 (2) 的 根 都 包含 在 带 形 区 域 | lmz| 志 KK H. WR 
用 1, 00+, Tm 来 表示 这 些 根 , 把 每 个 六 都 用 一 个 中 心 在 T 边 长 为 
2 并 且 平 行 于 实 轴 和 虚 轴 的 正方 形 围 起 来 . 设 G 是 这 些 正 方形 
的 并 集 而 工 是 G 的 边界 .虽然 荆 可 能 不 是 一 条 简单 闭 曲 线 , 但 
Mu EMR IAM EC 成 为 简单 闭 曲 线 . MWET 的 长 度 至 多 
为 8m， 由 于 了 的 选 法 ,我 们 有 
iz--T | 这 1, zET (4-85) 
A 
P® (2) -ZP 0) (4-86) 
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P™ (z) _ 1 
则 PQ) 2 Gray eat) 
因此 , H (4-83), 我 们 有 


| P®(D,) w(t) | <A ED 0<k<m (4-87) 


m(m— k)! 
现在 He 
PAZ => k! eked (4-88) 


co 71 Oye 
这 就 使 我 们 可 以 对 每 个 到 来 估计 Drw、 如 果 我 们 同意 对 于 j> m, 
令 os 一 0, 那 么 简单 的 归纳 法 就 给 出 
Drw | <0(1 So Jern, k=0, 1, 2 (4-89) 
1 


其 中 常数 O RRB A TUE We — od, TE RB) o 
《4-89) 确 实 是 对 的 ， 我 们 只 要 应 用 @) =m! 这 一 事实 以 及 
(4-87) 束 行 了 .现在 假定 对 所 有 的 X=)，(4-89) 都 成 立 ， 我 们 来 
证 明 , 对 于 =7 (4-89) 也 成 立 ， 若 I<, 由 等 式 (4-88), 我 们 有 


| - a k! ， 
por? z) = ` ik azt tim 
( ) 2, (k+j—= m)! 
i—i 
= m! yi " > — k q,zt tim 
4! moms (k+j—m) j 


轩 此 ,由 (4--87) 和 归纳 法 假设 
| Dhut) | <O (e094 Sarl | DE o]) 
r H= f 


m—1 ktj—m k+j-m 
<0|1+ S jal (1+ S janl ) | ee 
kam =] 


= 
<o[1+ $ jal (1+ 33 land) Jerr 
<o'( 1+5 [aml y gi +d (4-90) 
这 正 是 我 们 要 证 明 的 . Bi>m, 那么 我 们 利用 下 列 事实 . 
AP (z) =g HS ON- 由 


这 个 式 子 给 出 (4-90)， 如 果 我 们 同意 当 i>m 时 取 am =0, 那么 
也 党 得 出 (4-89)， 因 此 ,不 等 式 (4-89) 对 所 有 的 上 都 成 立 ， 


.a OD e 


项 在 我 们 可 以 来 估计 由 (4-79) A tH AY oC) T. By (4-81), 
wp kom, RATE 
| Dent) | <C (1 Sa | yf IFE) Ci dg 
naa S 7“ s: 1 mF 0o" ° 
<O°(14- 35 Jan sl) e max |f(s)| (4-91) 
E km, RNA 
Dw) = X DEFO Dw) +4] f @ Diw(t—s)ds 
(4-92) 
同样 的 推理 给 出 
|Div(t) | <0 (1433 Jana) of? S max | DEF) 
| (4-98) 


4-6 解 的 存在 性 


现在 我 们 已 准备 好 了 可 以 来 证 明 一 个 存在 和 定理， 在 本 节 中 我 
们 假定 Q 是 一 个 带 形 区 域 0 一: 一 0， 关于 S(0) 的 定义 可 以 参看 
2-3 47. 
定理 4-15 假定 P(D) 是 双 曲 型 的 , MES SOQ) HERR, 
那么 存在 一 个 函数 wE5S(C9), 它 满足 方程 (4-7)，(4-8). 
证 明 RF RRR TBE e, 2, 的 Fourier 变换 ( 见 2-3 和 
2-5 节 )。 假 设 方程 (4-7)，(4-8) 有 一 解 wES(Q), 则 对 每 个 固定 
H t ulw, DET SCH"). + 
h(E, t) =Fu, t) 
我 们 有 
P(E, DORE, O=FF(E, t), 20, ECEE” (4-94) 
DIRCE, 0) =0, O<k<m, EE E” (4-95) 
MEEPS LEY E, 这 是 4-5 节 中 研究 过 的 那 种 类 型 的 常 微 分 方 
程 问 题 ， 注 意 到 P(D) 中 Dr 的 系数 是 一 个 与 5 无关 的 非 零 甫 数 , 


© 100， 


我 们 可 以 把 它 取 为 I， 根 据 4-5 节 的 结果 ,方程 (4-94)，(4-95) 的 
解 由 


ACE, ) =i| FFE, twl, t—s)ds (4-96) 
给 出 ,其 中 


ws, D = a7, BED y? (4-97) 
mr EREE Poa Ae, CPC, z) 的 根 包 围 在 其 
内 部 .如 果 我 们 能 证 明 ACE, DBF S(O), 由 此 将 推出 wlw, Dh 
JRF SO), Wb, Eit Fourier 变换 应 用 到 方程 (4-94)，(4-95) 
上 去 ,将 证 明 久 是 方程 (4-7)，(4-8) 的 一 个 解 . 
所 以 ,余下 的 是 要 证 明 有 ES(Q), 我 们 取 械 为 4-5 节 中 所 述 
的 曲线 .因为 根据 (4-83) ,有 
Dw, t) = 


H (4-89) ,我 们 有 

| Dew (E, t) | <CO(1+ | E |) FED | 
这 里 我 们 已 经 利用 了 PE, 2) H 27 ARB PRR <] E 
的 多 项 式 这 一 事实 ， 因此 它 以 某 个 常数 乘 以 (十 [| DA. F 
是 ,证 明 


gt zdz 
“ine r P(E, 2) 


[1 Ja Qué, a) - 
Mpeg pE aem (09) 
束 是 一 件 简单 的 事情 了 ， 这 里 @, 是 一 个 次 数 <(m 一 了 D |xl 的 多 
项 式 ， 因此, 每 个 导数 DeDiw(E, t) RBH 


gitke itz dy 
cë p P(E, g) ti g) I+ 


的 项 的 和 ， 其 中 OKKA, v] +< (m-au. 于 是 , PE, 2" 
满足 关于 PS, t) 的 所 有 的 假设 .因此 ， 我 们 同样 可 以 把 不 等 式 
《4-89) 应 用 到 上 述 震 达 式 .这 就 给 出 

| D Dw (È, t) k<Cd+ [E | Pemba + +1) (4-99) 
AA fC S(O), 同样 也 有 了 FfES(Q)， 因 此 ,对 于 每 个 jk, 存 
EWA O, 使 得 
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De o 
| DEDEFS (E, t) | S-F EDT 
H (4-92), 有 E 
D4DER(E, t) = $ DHD FJ (E, t) Di wE, 0)] 


二 外 FFE, )Diw(é, t~s)ds 
应 用 上 面 两 个 不 等 式 , HEA j, EAn RES 
| DED, D | < -rp Ter 


， 这 就 证 明了 hE S(O), 证 毕 . 
与 上 述 定 理 相 对 比 ,现在 我 们 再 证 明 一 个 关于 弱 解 的 定理 . 
定理 4-16 若 P(D) 是 双 曲 型 的 ， 则 对 于 每 个 (CLO), 方程 

人 7)，(4-8) 有 一 个 弱 解 . 

定理 4-16 的 证 明 要 用 到 下 面 的 基本 引 理 ， 
B1 4-17 对 于 任何 的 2，C3 (9) 在 L7(Q) 中 稠密 . 

我 们 把 引 理 4-17 的 证 明 往 后 推迟 一 点 ， 先 利用 引 理 4-17 来 
给 出 
定理 4-16 的 证 明 RSE LQ) 中 的 任意 函数 ， 则 存在 CF (Q) 
中 的 一 个 函数 列 {fx}， 它 在 (8Q) 中 收 但 到 f， 根据 定理 4-15, 
WES fr, FETE (4-7), (4-8) 的 解 ww, 它 满足 


- jusi SO frl, k=1, 2, oe" (4-100) 
特别 ,zs 是 一 个 弱 解 ,从 而 满足 
(un, P(D)p) = (fr, pP), PE OF (Qo) (4-101) 


KA fe E DPO Bu Sy Bf, TER fell 是 右 界 的 , hH (4-100), FE 
数 jwl 也 是 有 界 的 . 由 1-5 节 的 定理 1-8 知 , 存 在 一 个 子 序列 (我 
们 仍 用 {wx} 来 记 这 个 子 序列 ) 弱 收敛 到 一 个 函数 EL*(Q8). 在 
Eh (4-101) PS boo, WH 
(u, P(D)~) =(f, p), PE CR (Qo) (4-102) 
这 就 证 明了 lT, (4-8) 的 一 个 弱 解 . 证 毕 、 
现在 我 们 可 以 给 出 定理 4-5 的 一 个 道 定型 ， 
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定理 4-18 车 P(D) JENAR, 则 不 等 式 (4-29) 与 
lpi <C|P(D)e], p€ CF (Qo) — (4-108) 
均 成 立 , HRC RRM PCD) fi b. 
证 明 由 定理 416, 对 于 每 个 SELO) 方程 ED, 48A — 
个 弱 解 . 因此 ， 根 据 定理 4-4, (4-29) 成立 . 根据 引 理 4-6 知道 
P(D) 也 是 双 曲 型 的 , 把 同样 的 推理 用 到 PCD) 上 去 就 得 到 不 等 式 
(4-103). 
现在 我 们 给 出 
引 理 4-17 的 证 明 设 Q 是 本 中 的 任意 区 域 , Wik ue LQ) 
的 任意 函数 ， 在 介 外 定义 入 之 值 为 零 ， 因 此 wEI2(E")， 对 于 
任何 二 0, 我 们 可 以 找到 一 个 函数 WE Cr (AD NN (EB") ,使 得 
lu— wl <= (4-104) 


(2-2 W EM 2-3; 我 们 可 以 对 充分 小 的 86 取 w=Jsu ) 于 是 存在 
一 个 有 界 区 域 Q, QTQ, 使 得 


| w| 3de <£ 3 (4-105) 
Te BLE PEC (Q), iF 

Oxy) <1, En (4—106) 
Ree Qs, (wv) =1( HL 1-8 节 1-86), -87)), FEE p= pwEe 


Os (2), FF A 
lu—-pj<ju—w]|+ |w- e| 
<i a |(1-p)w |x] <s 
WEH, 
现在 让 我 们 来 说 明 怎样 求解 问题 
P Dyula, =f, t), Æ Q th (4-107) 
Diu(e, 0) =% (ae), Æ 3 E, O<k<m (4-108) 
定理 和 19 假定 P(D) 是 双 曲 型 算 子 . 则 对 于 每 个 JESCE"**') 和 
每 组 函数 Go, +, Gm-1C S(B")， 存 在 问题 (4-107)，(4-108) 的 一 
个 满足 (4-94) 的 解 u ECC N CO), 
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证 明 ”定理 4-19 可 从 定理 4-15 以 及 以 下 简单 的 结果 推 得 ， 这 就 
是 : 可 以 求 得 一 个 函数 wESCE"? ), 使 得 
Diwa, 0) = g), FE 2 上 ,0<k<m (4-109). 
一 旦 我 们 有 了 w, 则 只 要 解 出 问题 
PD)v=f-—-P(Dw, FQ. (4-110) 
Driv(w, 0) =0, Æ 002 E, O<k<m (4-111) 
就 行 了 . 由 定理 4-15 就 可 以 解 这 个 问题 . 于 是 , 验证 4=v 十 包 是 
问题 (4~107)，(4-108) 的 一 个 解 束 是 一 件 镜 单 的 事情 了 . 
为 了 求 得 一 个 满足 (4-109) 的 ww, Be pd FE CO CE) PE 
函数 , 它 在 t=0 的 一 个 邻 域 中 等 于 1. 于 是 , 令 


wle, t) = p(t) Se gla) (4-112) 
这 个 函数 就 具有 所 要 的 性 质 . 
47 唯一 性 


既然 对 于 光滑 函数 S, gott, 9m-1， 我 们 知道 怎样 解 Cauchy 
问题 (4-107)，(4~108)， 我 们 应 该 问 一 下 解 是 否 是 唯一 的 .从 
Holmgrem (1901) 所 得 的 一 个 一 般 定理 可 挫 出 解 总 是 唯一 的 . 但 
E, 我 们 不 去 证 明 一 般 情形 的 Holmgren 定理 , 而 只 是 证 明 下 面 
的 特殊 情形 . | 
定理 4-20 KPE, 四 是 m 次 多 项 式 , 且 vz" 的 系数 不 等 于 零 ， 设 
O 是 带 形 区 域 0<t<6, 其 中 56>0. wuch) E 
PD)w=0, 在 0 中 (4-113) 
Dule, 0) =0, Oxk< m (4-114) 
的 解 . 若 对 每 个 u, k, PP (Due L7(Q), WE Q Hf u==0, 
注意 这 个 定理 说 明 由 定理 4-15 给 出 的 解 是 唯一 的 . 
定理 4-20 可 以 利用 引 理 4-21 来 证 明 . 
524-21 存在 只 依赖 于 PC(D) 和 5 的 常数 ,使 得 
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[ e% |o) da dt< of e**| P(D)v|*dadt (4-115) 


对 所 有 实 的 2 和 所 有 在 1 一 5 MEETER ECR, v 
Div(a, 0) =0, 0<k<m (4-116) 
并 使 对 于 每 个 pe, k, PPD) vE LO), 
引 理 4-20 的 证 明 需 要 一 点 准备 . 我 们 先 来 说 明 怎 样 用 引 理 
4-21 来 证 明定 理 4-20, 
定理 4-20 的 证 明 Be p(t) Æ O° (2) 中 的 函数 , 它 满足 
e(t)=1, 0O<it<a-+e 
=, at+2e<t<b 
O<p(@) <1, 0Xt<co 
Eh a Ale Jef a+2e<b 成 立 的 任何 正 数 . So=up, Hep ue 
C™(Q) N LQ) JEW Ty (4-113) 和 (4-114)， 则 wv 满足 引 理 
4-21 的 假设 .因此 (4-115) 成 立 , 从 而 对 所 有 的 实数 和 


“4 ， 

| |. evazdt<c| f e | P(D)v|?dedt (4-117) 

RL. 这 就 蕴含 着 ,对 于 入 >0 
| |u | "da dt<e-*O i f |P(D)v|? da dt (4-118) 


注意 到 PWD)o=E POD) uD} -L-€ LQ) 


4 ) 一 co, 我 们 看 到 ,对 于 O<t<a, H u=0, 因为 4 可 以 到 任 何 一 0 
在 引 理 4-21 的 证 明 中 , 下面 的 定理 是 一 个 重要 的 工具 .在 其 

中 我 们 恢复 到 以 前 的 记号 . 

定理 4S-22 设 0 是 "中 包含 在 立方 体 | 一 ax| 二 开 /2 中 的 一 

个 区 域 , 则 对 所 有 的 实 向 量 6 所 有 的 PE OS (Q) 和 所 有 次 数 <m 

的 多 项 式 PE, A 

| f (| PD) pl dr< mM Kagel (D)|*dx (4-119) 
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证 明 车 二 
P (E = ah ag" 
对 于 复 向 量 Z， 定 义 

P(D+O)= D a,(D+0)* 


则 
\ pi({, 2 . (4) 
P(D) (ge) => SOO mal > py E D“p 
=6 C DP(D+ Ep (4-120) 


et it C, PCD 一 纺 是 一 个 常 系数 算 子 ， 因 此 , 由 工 7 节 
5| 理 1-15 


[{P® D-f) (wo [Pax 
<mM | | P(D—-£) (ge) |d pECs(Q) 
因此 , 由 等 式 (4-120), 有 
foram P| PP (D) p|’ de <mM for ™ >| PCD) |? da 
因为 6 是 任何 复 向量 , 我 们 可 以 取 Im = 一 6/2. WE. 


反复 应 用 定理 4-22, 我 们 有 
推论 4-238 对 于 所 有 的 PC CH (OQ) ATA AY SK iE 


[o> |o|%da<m1 M™ [st] PD) 9 |? da (4-121) 
我 们 还 有 
推论 4-24 不 等 式 
[ol | dw <m! M" [om| PD) ol de (4-122) 

对 所 有 的 实数 和 所 有 这 样 的 wuE C= (可 成 立 , 这 种 ， 当 |z| 很 大 
时 为 零 , 而 且 当 |u| <m 时 在 OQ 上 D“y=0, 
证 明 Be Qi 是 立方 体 |u a| < (M48) /2, Hh b>0, FQ HH 
定义 4 的 值 为 零 . 则 对 于 e<6/2, Jwc). WA. 
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PDI w= | oP (Ds) jely~a) dy 
= [o(y) P(- D) j.—a) dy 


= [PDJ ju -dy 

=J,P(D)», (4-128) 
(分 部 积分 不 会 产生 带 有 边界 积分 的 项 因为。 的 所 有 直到 mm 一 1 
阶 的 导数 在 30 上 等 于 零 .) 把 推论 4-28 应 用 到 Jeo 上 去 ， 由 等 式 
(4-128), 我 们 得 到 


lo" | 70 | 3d <m! (M+8) fon 'J,P(D)v|2de 
现在 函数 e* 在 QO, PAR. 因此 
Je™i7w ol dr < KJ o>0, 当 s 一 0 时 
WPI. Dv, 类 似 的 命题 也 成 立 。 由 此 
[er ly |8da<an! (M +8) neas] P(D)o]? de 
因为 对 于 任何 8S>0 这 都 成 立 , 最 终 我 们 得 到 了 不 等 式 (4-122)， 
TE, 
最 后 , 我 们 有 
推论 425 对 于 所 有 2E0” (5) 使 得 对 一 切 u, PD)v€ LQ), 
而 对 u| <m E CQ LA Dv =0, MERER 4-122) R. 
证 明 i y (w) FE Co CE”) 中 的 函数 ,使 得 
h(a) =1, XF |z|<1 
=0, HF |e|>2 
0<w(w) <1, 对 于 zE BE 
& Wr (a) =u (=) 
则 存在 常数 C.， 使 得 
| Debr] < 


s 
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现在 对 每 个 R, 函数 opr 满足 推论 4-24 的 假设 ， 此 外 
P (D) (pr) 7 > 二 a 


由 此 


1/2 42 
C, ATK Pie D 2d 
| (og drema] (J | alae) | 
sy u! Bie! 
& R> 我 们 得 到 (4-122)， 证 毕 . 
最 后 只 要 注意 到 引 理 4-21 是 推论 4-25 的 一 个 特殊 情形 . 


RA 


4-1 Hucl HYF t=0 MO<k<m, Diu=O0, ER 4 ARN, 
9 PETF u 而 在 42o 一 只 中 等 于 零 的 函数 属于 HA). 

4-2 证 明 Vint Ze 4-2 节 中 所 断言 的 形式 ， 

4-3 在 定理 4-5 的 证 明 中 ， 当 Qo 不 包含 一 个 形 为 | 入 2 的 带 形 区 城 时 ， 
必须 做 怎样 的 修改 . 

4-4 给 出 不 等 式 (4-34) 的 证 明细 节 ， 

4-5 证 明 被 一 个 常数 从 上 面 界 住 的 次 数 <I 的 多 项 式 只 能 是 常数 . 

4-6 证 明 不 等 式 (4-41). 

4-7 证 明 不 等 式 (4-48). 

4-8 若 旬 是 之 形 区 域 0<i<b 而 VESCO), 证 有 明 fue SO), 

4-9 {EBA Sex (4-98), 7 

4-10 BPE, O ENKLA, M TLE), tm) PE, TAR. WE 

TAE) =At,(E), A>0, EE E”, lxkam 
4-11 在 推论 4-25 WER th EAW. 
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第 五 章 解 的 性 质 
5-1 强 解 的 存在 性 


如 果 我 们 利用 Holmgren 唯一 性 定理 ( 见 4-7 节 定 理 4-20), 
那么 就 可 以 改进 4-6 节 的 定理 4-16., 设 0 是 带 形 区 域 0<t<b, 假 
定 说 我 们 希望 求解 

| P(D)u=f, 在 中 (5-1) 
Zi 0) =0, Ox<k<m (5-2) 
其 中 卫 (D) 是 m 阶 双 曲 型 算 子 .车 是 LXQ) 中 任意 给 定 的 函数 ， 
我 们 知道 存在 OF (2) 中 的 函数 序列 {93}, 使 得 在 (0) 中 gj>f 
(4-6 节 引 理 4-17). 而且, 由 4-6 节 的 定理 4-15, 存在 wjE0~(8)， 
wy 是 满足 (5-2) 式 和 方程 P(D)w 一 9; 的 一 个 解 , 并 对 每 个 了 和 天 
有 D&Dru;E 13(9). 因此, 对 于 每 个 jb 一 ww 是 PCD)u=9j 一 px 
和 (5-2) 的 一 个 解 。 由 4-7 节 的 定理 4-20, 解 是 唯一 的 .因此 , 我 
们 可 以 应 用 4-6 节 的 等 式 (4-94) 去 推出 结论 
je 一 ws 和 clo; 一 mr 一 0， 当 koo 时 
因此 , 存在 一 个 函数 vE L?(Q), ,使 得 
uu, P(D)y->f, E L(A (5-8) 
RIE u Wy OT HE (5-1), (5-2) KIR. 我 们 已 经 证 明了 
ESI SFPD) 是 双 曲 型 的 则 对 于 每 个 JEZ2(2) 方程 
(5-1), (6-2) 有 一 个 强 解 . 

显然 , 每 个 强 解 也 是 一 个 弱 解 . 因为 对 强 解 的 要 求 要 比 弱 解 
多 , 应 该 想到 弱 解 不 一 定 是 强 解 ， 实 际 上 , 一 般 说 来 这 是 对 的 ， 但 
是 ,我 们 将 证 明 ,在 我 们 的 特殊 情形 下 , 每 个 弱 解 同样 是 一 强 解 . 我 
们 将 通过 证 明定 理 5-2 来 证 明 这 点 . 
定理 52 PD) Je OOH AY, Wy 5-1), (5-2) K Bs Ae 
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推论 5-3 PCD) MY, 则 每 个 弱 解 也 是 一 个 强 解 ， 
推论 容易 从 定理 得 到 ， 事 实 上 , hu BARD, 6-2) 
~A. 由 定理 5- 存在 一 个 强 解 u, 它 也 是 一 个 弱 解 . 因为 
只 有 一 个 弱 解 (定理 5-2), 我 们 有 w= eo, 因此 u 是 一 个 强 解 . 
所 以 , 余下 只 要 证 明定 理 5-2. BE Qo 是 带 域 —1<i<b, RAN 
必须 证 明知 uE LO) FH. 
(u, P(D)g) =0, gE OF (Qo) (5-4) 
则 在 2 中 wv 二 0。 因 为 当 且 仅 当 卫 (D) 是 双 曲 型 算 子 时 了 (D) 才 
FERS, 我 们 可 以 用 
(u, PLD)g)=0, gE CY (Qo) (5-5) 
KRE (9-4) K, 
我 们 将 用 到 
定理 条 和 假定 PP(D) 是 双 曲 型 的 ， 又 设 9g 是 08 (2) 中 的 任意 函 
数 ， 则 存在 S (Qo) 中 的 函数 ww w, WIE t=0 附近 % 等 于 零 , 在 
t=b 附近 名 等 于 零 ,并 且 
P(D)v=P(D)w=y (5-6) 
我 们 暂时 把 定理 5-4 的 证 明 往 后 推 一 推 , 先 来 完成 定理 5-2 
的 证 明 . 
定理 5-2 的 证 明 设 9 是 Co) 中 的 任意 函数 ， 又 设 妈 是 由 定理 
5-4 给 出 的 函数 . 设 帆 (2?) 是 Cs (BE") 中 的 函数 , 使 得 OXY, 当 
Jo] < 工时 出 Co) =1, HY |e] >2 R y) 一 0( 见 1-8 节 ). RoE) 
是 O03(D 中 的 函数 ,使 得 当 0<t<5 时 p(D) 一 1 THY t<— > ay 
p(t) =0, $ 
pra, t)=w(a, t)p@p@/R), R>O (5-7) 
显然 对 每 个 五 >0, prE OCF (Oo). m AANA QH ep) =1, h 1-7 
HY Se xX (1-102), Æ Q 中 我 们 有 


P(D) py =X ELL De Diab G/B) _ -3 E D opalo R 
H! m 


(5-8) 
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Ep wy, (a) = Dope). Ab 
| P(D) gr- w) |< 1 —b (@/R)] PD) w| 
ym 5 LPO Dul 


MES uR” 
其 中 M = max max | i, (æ) | 
Re>OWet HAR R PBK, 使 得 


b g? 
in | P(D)w|*dedt<—=— 
oJ |z|>R 4 


eR 
2 


和 M > | PHPD uw] < 
fe BU 


因为 当 lel <R it, (a/R) =1, 这 就 给 出 

|P(D) @r—-w) | <e 
这 就 证 明了 当 Room}, P(D)groP(D)w=g. 现在 假设 we 
IJ2(0) 满 足 等 式 (5-5)。 特 别 , 对 每 个 避 我 们 有 

(u, P(D)pr)=0 

4 Roo 在 这 等 式 中 取 人 极限 ， 我 们 看 到 (w, 9) 0， 因 为 y 是 
07 (Q) 中 的 一 个 任意 函数 , 我们 有 

(u, p)=0, PEOF OY) (5-9) 
{AFL OF (Q) He LO + BABB (4-6 节 引 理 4-17)， 因 此, 存在 一 个 
序列 {p} COTA wu, Alt, (5-9) 蕴含 着 |w| =0, 从 而 w=0. 
这 就 完成 了 定理 5-2 的 证 明 . 

现在 我 们 转 到 

定理 5-4 的 证 明 BE ODO, 使 得 在 0<t<8 中 g=0, Lit 2s 表示 
带 形 区 域 6<<t<58， 由 4-6 节 的 定理 4-15， 存 在 函数 2€5 (Qs), 
使 得 

P(D)v=9, Æ Q. H (5-10) 

Dv (æ, 8) =0, 0<k<m (5-11) 

因为 PC(D) 中 DY 的 系数 不 等 于 零 ， 又 因为 g(x, 6) =0 我 们 看 到 
Drwv(z, 6) 一 0， 现 在, v Al WRT OQ). Bie, 我 们 可 以 将 
方程 (5-10) 两 边 对 t 微分 。 因 为 对 于 每 个 kDrg(w, 6) 一 0, 我们 
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知道 对 每 个 态 Drole, 5) =0, MEREN ole, t) FEO<t<d th 
等 于 零 ,我 们 看 到 wv€ 8(Q). 

为 了 构造 刀 ， 注 意 到 当 PD. D) 是 双 曲 型 算 子 时 ， 算 子 
P(D,, 一 Do) 也 是 双 曲 型 算 子 ， 若 我 们 用 2_ 表示 带 形 区 域 b< 
t<0, 则 根据 我 们 刚才 证 明 的 结论 ， 存 在 一 个 函数 hES(Q_), 在 
t= —6 附近 等 于 零 , 并 且 使 得 | 

P(Dz, ~Dpjh(a, t) =g(@, =t), —b<t<0 
如 果 现 在 令 we, he, —), 我 们 看 到 包 具 有 所 要 求 的 性 质 . 
这 就 完成 了 证 明 . 


5-2 强 解 的 性 质 


本 节 中 我 们 将 讨论 方程 (5-1)，(5-2) 的 强 解 ， 并 给 出 它们 的 
某 些 性 质 ， 引 进 一 族 内 积 和 范 数 将 是 方便 的 . 如同 在 5-4 节 中 那 
样 , 设 表示 带 形 区 域 0<t<0， 对 于 非 负 整 数 ” 和 实数 3, 我 们 


A 


r b | | 
Co wos= S (Diu, Dir), nsdt (5-18) 


HPC ) 表示 由 2-3 节 中 等 式 (2-25) 给 出 的 关于 z 变量 的 内 积 . 
相应 的 范 数 由 


Bam Sl (Dial? aadi (5-18) 


给 出 .我 们 用 A = BQ) RAN S (Q) RF ER (5-13) 的 完备 
化 .显然 ,对 于 每 个 ms, H"… 都 是 一 个 Hilbert 空间 ,而 且 H% = 
IO). 我 们 记 =H 
# we 13(Q) 是 方程 (5-1)，(5-2) 的 一 个 强 解 , 则 在 ON 
H” 中 存在 一 个 函数 序列 {uy}, 满足 
D'u;(a, 0) =0, 0<k<m (5~14) 
并 且 使 得 
uu, P(D)u->f, Æ L (Q) (5~15) 
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关于 这 个 和解 我 们 还 可 以 指出 更 多 的 东西 .例如 ,我 们 有 
THESS 假定 PCD) 是 双 曲 型 的 .车 tu} 是 满足 等 式 (5-14) 的 
C (Q) N H™? 中 的 一 个 函数 序列 , 并 使 PCD)wi 在 H 中 收敛 ， 
则 对 每 个 £，PO,P(D)w 在 五" 中 收敛 

记号 见 4-3 节 . 定理 5-5 的 证 明 依 赖 于 不 等 式 

S| PO (D)ulo.<C|P (D)ul oe (5-16) 

此 式 对 所 有 满足 (5-2) AY we C™(Q) ON A™ 都 成 立 ， 我 们 将 在 
5-4 节 中 证 明 这 个 不 等 式 ， 有 一 点 点 改变 ,描述 如 下 . 

设 Tal E), e, Tm(6) 是 P(E, 7?7) =0 的 根 . 

车 了 = 一 (1,，…，jx) 是 整数 集 (，2,…, m) 的 任何 子 集 , 我们 


Eo WHISK 
Py, T) = (TT) (T Tin) (5-17) 


注意 PE, 可 不 一 定 要 是 二 的 多 项 式 ， 然而 ， 对 于 w(o, t) E 
C0”~(Q) ,我 们 可 以 通过 令 
P,(D)u=FP,(E, Dò Fu (5-18) 
来 定义 Pj(D)w, Hep F EATER ohj Fourier 48%. 4# Ps (E, T) 
碰巧 是 一 个 多 项 式 ， 这 就 和 258 由 等 式 (2-22)，(〈2-23) 给 出 的 
通常 的 定义 一 致 ， 按 照 这 种 概念 ,我 们 有 
定理 5-6 在 定理 5-5 的 假设 下 ,对 (1 …， 和 ma) 的 每 个 子 集 .7， 函 
 P (Du; Æ H” Puy, 
HFAA uE) NHS, 不 等 式 


> | P3(D)ulos<C|P(D)u}jo,s (5-19) 
总 是 成 立 ， 且 满足 (5-2) ， 由 此 就 可 推 得 本 定理 .我 们 也 将 在 5 4 
节 中 证 明 这 个 不 等 式 . 


设 4 是 定义 在 0C”(82) 上 的 一 个 算 子 ， 又 设 和 是 Hn. ey oy 
数 . 我 们 将 说 4 强 作 用 于 u, 如 果 存 在 一 个 JE Hn, 4 
1. A {on} FE OP (O NH" 中 的 一 个 函数 序列 ， 使 得 在 及 ”中 
v-2u, Avx->9, Wg=f. 
2 存在 序列 {oy}, 使 得 在 A 中 确 有 ou, Aof. 
利用 这 个 定义 我 们 有 
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Hit 6-7 4 PD) BOHN, m ue H” BHR (5-1), 6-2) 
的 强 解 , 则 对 于 每 个 4 和 .7 PO? CD) A PsyD) ERT u. 
证 明 ”从 定理 5-5 和 5-6 就 可 以 推出 要 求 2 得 到 满足 ， 从 4 也 是 
一 个 弱 解 这 一 事实 就 可 以 推出 要 求 1， 事 实 上 设 RD) 代表 所 提 
到 的 任何 一 个 算 子 , 并且 假定 {ww} CO” (OQ) N H 使 得 在 Hs h 
vu, UD ug. Bp fe O(A) NH 中 的 、 E t=0, 2 附近 
等 于 零 的 任 一 函数 , 则 
(tr, QCD) bh) = (QCD) o, Y) (5-20) 
ATEREA Y MEA v WE SO PRAE H 中 的 极限 这 
一 事实 推 得 的 ， 当 keo WRR, ABS XF AT XER y 
有 
(u, QD)D = (9, W) 
现在 ， 若 存在 另 一 个 序列 {fu} COQ) 0 A, i te H p 
wu, QD) uf, 则 对 所 有 这 样 的 火 我 们 有 
(f-9,)=0 (5-21) 
iw fk OO) N Hs 中 的 任 一 函数 , 且 令 
wo= F (1-H lED Fw 
其 中 矿 是 关于 变量 的 Fourier 变换 , 则 woe LO). AI, Æ 
Os (Q) 中 存在 一 个 函数 序列 {px}， 它 在 PQ) 中 收敛 到 wo(4-6 
节 引 理 4-17), PE ga = FP 11+ |€|) Fp JAF O° (Q) NH, 
并 且 在 10, 2 附近 等 于 零 . 因此 
(f—-9, Pox) =9, k=1, 2, + 
但 是 | Pox— wlo, -s= |Pur—Wolo,070, 24 k> 时 
A 
(f-g, wv) =0 (5-22) 
因此 ,对 于 所 有 的 w € O° (2) NH 等 式 (5-22) 成 立 ， 其 次 , 设 
h fi O(A N Hs 中 的 任 一 函数 , 且 令 
w= F414 1€)) Fh 
WW wE (DNH, 而且 ,由 等 式 (5-22), 有 
(f—y, h)oe= (f— g, W)o0=9 
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H, AA REC) NH 有 


(f—g, h)o,s=0 (5-23) 
但 是 存在 这 样 的 一 个 函数 序列 Ua}, 在 HH% 中 收敛 到 7 一 9. 因此 
g=f. | TER, 


5-3 一 维 情形 的 估计 


本 节 中 我 们 将 推导 几 个 非常 有 用 的 不 等 式 , 在 证 明定 理 5-5 
和 5-6 时 将 用 到 它们 , 以 后 在 别处 也 将 用 到 它们 . 我 们 从 考虑 单 
变量 + 的 函数 开始 . 
引 理 58 Fuld) le, 由 中 有 连续 导数 ,而 Y 是 一 复数 , 则 


b 
ju) |*= Jula) |>= 21m7] |u|? di 
+2Rei | uD, —r)udt l (5-24) 
证 明 我 们 有 
.人 - è du . b 
Rei | u(D,—r)udt=Re | u yr dt (Re iz) | ||? dt 
| . . 
= = lula) |°] Ime | lulad 


这 就 给 出 了 等 式 (5-24)， 
引 理 5-9 ”假定 7() 和 p( 作 是 [a, 9] 中 的 可 积 函 数 , 且 有 


r(t) <e fro ds+ p(t), a<t<b (5-25) 
其 中 e>>0， 则 
r(t)<e f eto (s)ds +p), axt<ob (5-26) 
若 e(t) EJER, W rO Sep, 
证 明 $ 
V ct) = gt | r(s) ds 
出 v(t) = — ev aw +e ir(t) 
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ay’ (t) <e ip (t) 
从 & 到 + 积分 就 给 出 


v(t) <| e “o(s)ds 
HERRERIA v (4) = —ev(t) +r @), BAN FE 6-26). Y. 
即 得 到 第 二 个 结论 ， 
推论 5-10 £f (5-25) 中 


p(i)=at| o(s)ds 


则 
| r(t) Sae- | 6! 9o (s) ds (5—27) 
证 明 我 们 有 
ce”! | | eso (À)dàds = ce” | oa (A) | 6 “Sdsda 


=g” | (e*—e oA aN 
代入 (5-26) 即 得 | 
定理 5-11 Hud) tle, 四 中 有 连续 导数 并 且 Imr<0, W 
ACOIEE: :A y (a) | 2 十 2 Re if e? ™ 710-9, D,— 7) wat 
(5-28) 
若 Imt>0, 我 们 有 
| lw(b) < | ua) +2 Rois| aD- rudi (5-29) 
证 明 不 等 式 (5-28) 可 从 (5-27) 得 到 ， 而 (5-29) 可 从 等 式 (5-24) 
得 到 . | 
Wit 6-12 4 Ims<0, mM 
| «(b) |?<eiAlim v|+1)b- a) | ula) | 2 
+f g@ lim a) 410-1) | (D;—r)u |? dt (5-30) 
Zi Imr>0, 则 
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Lu) 2< ula)? | est| (D,—7) u|? dt (5-81) 
证 明 ”由 等 式 (5-24), 我 们 有 
GD Ps Juca) Poel jula + f| (D,— wuldt 
其 中 c=2|Imz| 十 1, 或 c=1, 要 看 Imr<0 BE Imt>0 WE. 
其 次 , 设 了 (7) 是 一 个 4 次 多 项 式 ， 若 吉 ,，…， Tm 是 其 复 根 ， 


P(r) =a |I (ro (5-82) 
其 中 常数 a HO, 令 
Pia) =D, 1<b<m (5-88) 
P' (x) a) (5-34) 
我 们 有 


定理 5-18 车 v 人 在 [c, pA EAM KR BLS wR, 
| Py(D,) u(b) |? =2 Res | P (D,) uP,(Dudt 


—2 Im 7 | P,(D,)u|2dt+ | PCD u(a) |? 


1<k<m (6-85) 
并 且 


|P (D,u(®) |?=2 Rei | P(D, uP" Dpudt 


2 Sym «|. | Py(D) uj? dt +$ \P,(D,u(a) |? (5-36) 
证 明 从 等 式 (5-24) 立 即 推 得 这 些 恒 等 式 ， 注 意 
P’(@) => P(T) 
定理 514 uli) ele, PHARM rE SR, 
[P (Du) [Pem] Py Dula) |? 


+2 Ret | em Talo-HP(D)u Py(D,udt, 1<k<m (5-37) 
a 
F z 


Imm<K>0, i<k<m (5-88) 
则 


‘a LT æ 


| Py(D,)u(b) |< f gK +D0-0| P(D,) | 2d 
| peer +D0-0] Py (Djula) 13 1<k<m (5-89) 
证 明 应 用 定理 5-11 和 推论 5-12 即 得 . 
推论 5-15 在 同样 的 假设 下 ， 
|P Du (B) |< m [eero] PCD) dt (5-40) 
其 次 ,假定 根 Ti, t, tm 是 E" 上 的 连续 函数 zy《6), 它们 是 互 


不 相同 的 并 且 是 一 次 齐 次 函数 ， 意 思 就 是 
T(E) TCE), 1<j<k<m, EEE" (5-41) 


oy (AE) = AT lE), A>0, EC E” (5-42) 
定理 六 16 在 上 述 假定 下 ,对 于 所 有 的 wEC”"[c, b], 8 


> Jé jam] Die (t) p> |E | 2-1) DF (a) |? 


jit 


TCReiY | em map (CD) uN Py CD wu NaN, 
i 


t 
axt<b (5-43) 
和 


m1 


S) [E00] Deus) < |g 2m0] Diu (a) |* 


+0 | |P(D,)u(d) |2dr, a<t<b (5-44) 


在 证 明 这 个 定理 的 时 候 , 我 们 将 利用 
引 理 合 17 REM ti, e, Ta 是 互 不 相同 的 , 而 且 由 等 式 (5-33) 
给 出 的 多 项 式 Pr(7) 的 形式 为 


m-l 
Pir) = Sapt", 1<j<m (5-45) 
D 
假定 Wo, t, wm-1 是 使 得 
Sapu =0, 1<j<m (5-46) 
0 , 


的 复数 .于 是 wos =W, 
证 明 Bbo, +++, Oma 是 任何 数 , 且 令 
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aN 


alt hs | 


R(t) = S bar" (5-47) 


由 部 分 分 式 
Riv) < c 
P(r) =X r 
其 中 4 一 有 zz 。 因 此 


R(t) 一 之 cr) (5-48) 
从 等 式 (5-45),，(5-47) 和 (5-48), 我们 知道 


m—1 
bx= Dean, Ohm 
0 


因此 , H Sak (5-46) , 有 
| È yy, = È CAH (Wy =O 
因为 如 是 任意 的 ,我 们 就 证 明了 所 有 的 wr TS. 
和 定理 5-16 的 证 明 . 令 
Du lt) 


Wy = O<k<m (5-49) 
9m—3 Wy 9 
AE, w) = 之 Ha Qj Sm lela on g (5-50) 
其 中 an. (€) 是 Pj(7) RH. 由 等 式 (5-42), a(S) 是 m—k—-1 
次 齐 次 函数 .由 引 理 5-17， 除非 w WETE, GE, w) 的 分 母 不 
ETE., RIGE, w) FER 1E| = wo] tt [wea = LE H 
连续 函数 (注意 & 的 分 量 是 实数 而 w 是 复数 ). 因为 这 个 集合 是 
闭 的 .有 界 的 ,所 以 它 是 紧 集 ， 因 为 G(E, ww) 在 这 个 紧 集 上 是 连续 
的 ,所 以 EER Ra LER HH. 因此 在 该 集合 上 
GCE, w) EM (5-51) 
其 次 ， 注意 到 等 式 (5-50) 的 分 子 、 分 母 都 是 6 的 2m 一 2 次 齐 次 函 
数 , 又 是 wr 的 二 次 齐 次 函数 . 记 以 ,由 此 推出 ; 对 于 所 有 的 4 和 也 
RE EAO NAR wr PESTE, M- 5D BIL. H TREA (5—49), 
这 就 给 出 了 

之 上 Du 入 4 之 [PCDDuwb| (5-52) 
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因为 ax(8) 是 m 一 上 一 1 次 齐 次 函数 ， 相 反 的 不 等 式 可 立即 得 到 . 
如 未 我 们 现在 把 这 些 不 等 式 应 用 到 不 等 式 (5-37) 和 (5-39) 上 去 ， 
束 分 别 得 到 (5-493) 和 (5-44) ， 这 就 完成 了 证 明 . 

推论 518 在 定理 5-16 的 假设 下 , 对 所 有 的 ucore, 8] 有 


m~1 | m-l 
SF 1+ [EPD] Dru (i) [3< 0 "33 E0] Diu (a) | 
~ +O Ret 3} | ee-am =P (D )u (A) Pe CD ua, 
1 a 


a<t<b (5-53) 
和  ，。， 
2 (1+ JEJ) Ym DD | Dies (4) | 3 


<O" rE) | tule) | 
+0 f |P(D,)u(a) |%da, a<t<b (5-54) 
证 明 我们 把 2-4 节 的 不 等 式 (2-45) 应 用 到 不 等 式 (5-48) 上 去 . 
这 就 给 出 
“Sat De 
<0 Fé Diu (a) 1405$ | Diut) | 
+CReil 3 g-m ma P(D,)u(a) PyD,yu(ayda (5-55) 


现在 | Dw Ct) [< | | Du (A) [dX 
由 此 S | Diwe(t) ja< (b—a) [5 | Deu (A) [aX 
因此 , ERNE rO AR 6-53) WAL, WA 
rN | ra)da+o S) élm [Dino |? 
+ ORei f Berth 18P(D,)u(A) Py(Dy (adr — 
若 我 们 现在 应 用 推论 5-10, 即 可 得 到 
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m—1 
r (t) <CeXt-O SY |E |xm-x-d| Dru (a) |? 
oO 


+0 Re if $t one»-alim te! P(D,) UN) Py Du A dA 
a 1 


这 就 给 出 了 (5-53) w TEH (5-54), 注意 
f eg Nt—2| Im Tala P (D,)u(a) P; (D,) ua) dA | 


<[ [PD )u@ [dit EE Sle | Diu [an 
(5-56) 
因此 
r(t)<OK fro da+O f | P (D) u) [20a 


+0 S) [E|] Du (a) |? 
再 应 用 一 次 推论 5-10， 即 给 出 不 等 式 (5-54) ， 这 就 完成 了 证 明 ， 


5-4 n+t+1 维 情形 的 估计 


现在 我 们 回 到 5-2 节 的 情形 。 特 别 是 ,9 是 "m+ 中 的 带 状 区 
域 0<t<5 的 情形 、 作 为 等 式 (5-12) 的 一 个 修正 ,我 们 写 出 
(u, R= È |G+IED Ful, a) DIPv(E, a)dé, 
| 0<a<b (5-57) 


fi 

(u, 四 8 一 | Cu, v) Pdt, 0<a<c<b (5-58) 
相应 的 范 数 分 别 用 |u| OA [ul GP 来 表示 ， 用 5-3 节 的 记号 , 我 
们 有 


(u, o)ra = (u, ORP, [les= ule” (5-59) 
注意 到 
(u, v) Mistr t (Dru, Dio) bs = (u, v) m (5-60) 


”对 于 内 积 (5-58) 也 有 类 似 的 结果 .特别 ,我 们 有 
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Ju |$, alale (5-61) 
IEA AER ACS CAS 我 们 首先 考 虚 下 面 的 定理 . 
E 5-19 车 了 P(D) 是 双 曲 型 的 , 则 对 于 所 有 的 we 0"( 人 9) 
| PCD) ul <C | P DR+OIPD ul LP, 
© O<t<b, 1<k<m (5-62) 
成 立 ， 其 中 常数 C 只 依赖 于 上 和 4-3 W (4-31) + A h HE BS 
K. 7 
证 明 FH (5-89) ,我们 有 
| PS， D,) Fug, t) |? 
<0 f IPE, D) Ful, M |da +O] PE, D)Fu€, 0 
(5-63) 
若 我 们 将 两 边 同 乘 以 圭 十 | |?) FAN ER, 就 得 到 (5-62). 
”现在 我 们 就 能 给 出 定理 5-5 和 5-6 的 证 明了 .我 们 先 给 出 
定理 5-6 的 证 明 B Sr ERR L oes m) E P ABH E A 
EAE: BA, +, 6-1, k+1,-+,m)], W Pj 正好 是 由 等 式 (5- 
33) 给 出 的 P, (当然 现在 Pa, tet FO), H (5-62), 对 于 满足 
等 式 (5-2) 的 所 有 的 uco”) NH” REA 
| PiCD)u lO)IPCD) uj SO, 0<t<db (5-64) 
如 果 我 们 取 (5-64) 的 两 边 的 平方 并 对 t 积分 ， 则 对 于 = 得 到 
(5-19) .其 次 , 我们 注意 到 Ps BA P 的 所 有 性 质 (除了 Ps 可 能 
不 是 & 的 多 项 式 外 ). WEH, AE m—2 个 数 的 任何 了 都 可 以 从 某 
PS: PAR PRMD). 因此 ， 对 于 这 样 一 种 了 的 每 个 Ps 都 
可 以 从 某 个 Ps 得 到 , 其 方法 与 从 卫 得 到 Pi 的 方法 一 样 ， 因 此 重 
复 应 用 (5-6 多 就 可 以 得 到 (5-19)， 这 就 完成 了 证 明 . 
定理 5-5 的 证 明 我 们 只 是 指出 P%*3(D) 是 所 有 那些 恰好 包含 
k 个 数 的 S 所 对 应 的 PD) 的 和 和， 因此 从 (5-19) 就 推出 (5-16). 
HEF, FRET POD) 被 称 为 全 双 肯 型 的 ， 如 果 对 每 个 
£40, DE, =)AmpSE KKJ BAR (IL IEW). 利用 5-3 节 的 结果 ， 
我 们 有 E 
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定理 5-20 H pD) 是 一 个 m 阶 全 双 曲 型 算 子 ， 则 存在 常数 0， 
N, 使 得 对 所 有 的 we 0” (Q) 
[|e] $-1,.°<O Res (gp(D)u, p? DI ED + Elua], 


O<ti<d . (5-65) 
成 立 ,其 中 | 
g= ON (5-66) 


证 明 ”我 们 利用 不 等 式 (5-53)， 因为 p(E, r) 的 根 是 互 不 相同 的 
并 县 是 实 的 ， 所 以 可 以 应 用 推论 5-18, (注意 根据 4-4 节 的 引 理 
4-14, 这 些 根 是 连续 的 ， ) Bp 人 Do 我 们 有 
> (1+ LE |) "ED | DE Fu (E, t) |? 
<C S jgan D| DEFu(€, 0) |? ) 
TORei op, D) Fu, D 
x pore Dy Fulé, a) dh (5-67) 
#7 HELA A+ [E |) 并 对 积分 ,我 们 则 得 到 (5-65). | | 
EHF 设 p(D) 是 一 个 mw 阶 全 双 草 更 算 子 ,又 设 QD) 是 任何 
阶 数 <m KAT. S PCD) =p) +ROD), W POENE 
的 ,并 且 存 在 常数 0O, N, 使 得 对 所 有 的 4E0O"mCQ) 有 | 
[lu] g] <C Rei(gP (D)u, p° DCD) WEP + Cul asl? 
0<t<b (6-68) 
其 中 9 之 形状 就 是 (5-66) , 
证 明 PD BMS FX 点 旱 就 证 明了 AH Hy E 
4-10). 为 了 证 明 不 等 式 (5-68), 我 们 利用 (5-685). 因为 @(D) 和 
9 了 D 了 0D) 的 阶 数 都 <m, 所 以 存在 常数 人 ,使 得 
|(gQ CD)u, pO? DWE | <M u nie]? 
-mf [| ec] ?dX (5-69) 
因此 , WERS ra) = (lul 21s)’, 根据 (5-65)， 我们 有 7 
r(t) <OM| r(a)dh-+ Re i(gP (Dyu, p?(D)u) 2 + Or (0), 
O<t<b 
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如 果 现 在 应 用 推论 5-10, 我 们 就 得 到 (5-68) . 
HEI 5-22 在 同上 的 假设 下 ， 
(afer sO PD) ut Jula), 0<t<b, uco” 
(5-70) 
证 明 注意 到 对 于 任何 s>0 FER RC’, 使 得 
| GP Du, POP (Dh SCT PP (Duh + el ulgi]? 
(5-71) 
如 果 把 这 个 不 等 式 和 (5-68) 结 合 起 来 ,我们 就 得 到 (5-70)， 
推论 5 -23 在 同样 的 假设 下 ， 
|u| Rear <O (| PD) ul ie? + Jua), O<t<b, UEC) 


| (5-72) 
证 上 明 由 (5-70) ,对 于 O<A<1, 我们 有 
Jul S <0 (P DulE A 
<O(|PD)uls a + Jul Ss 
对 入 积分 我 们 得 到 
(wl KOP (Diu! h -H el Sa, (5-73) 
因为 在 PCD) p D 的 系数 不 等 于 零 , 我 们 还 有 
|Dru| 8s? OC PCD) ua] x21 + ful ed. (5-74) 
因为 
o Tle}? = Clem PEE] Dew] P21? (5-75) 


(参看 等 式 (5-60)), 从 (5-73) 和 (5-74) 推 得 不 等 式 (5-72)， 
EROA 对 每 个 整数 k 宇 0, 存在 一 个 与 s 无关 的 常数 O, 使 得 
|u | 2, 1X0 (| PCD) u|P,? + |u a eek 
| 0<t<b, u E O™*(D) (5-76) 

证 明 RTA FA ARK. BE (5-76) XF k R. (5-61) 4a H 
VAR eSO([P(D)ul piit | ora, ees) 
i <O (|P Dy alee s+ [Ula sects) (5-77) 
MA, 分 在 一 个 与 s 无 关 的 常数 K, 使 得 | 
Dr "u| < | DEP (Dy uD HE ful itie 
| <P Dul pP tK Jul reise (5-78) 
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如 果 我 们 现在 把 (5-75) 应 用 到 (5-77) 和 (5-78) 上 去 , 则 对 AL 
们 得 到 (8-76)。 由 于 推论 5-23, 4 k=0 时 (45-76) 成 立 、 因此 对 
pA HY k, 6-76) 都 成 立 ， 


5-5 存在 定理 


现在 我 们 来 说 明 怎 样 用 前 节 的 估计 来 给 出 双 曲 型 方程 
Cauchy 问题 的 各 种 存在 定理 ， 首先, 我 们 有 
定理 525 BE fle S(O) RER, LB gola), =, Inila) 是 
S(B") 中 的 函数 ， 车 POD) 是 一 个 办 阶 双 曲 型 算 子 ， 则 存在 函数 
uE S (Q), 148 | 
P(D)u=f, EQ 中 (679) 
Diu(w, 0) =9x(e), vE E” (5-80) 
车 PCD) 是 全 双 曲 型 算 子 , N 


m—t . ° 
jula OCIS IRP HS [gel ator ), O<E<B (5-81) 


其 中 常数 C 只 依赖 于 PCD) Alb. 
证 明 ”我 们 紧 紧 地 追随 4-6 节 的 定理 4-15 的 证 明 . 按 4-5 节 ,对 
于 每 个 EE EB", 问题 | 
PE, DDE, H=FFE, t), t>0 (5-82) 

| Din(é, 0) =F o,(€), 0#<h<m (5-83) 
HARRE, D. 从 4-5 节 中 给 出 的 h(E, OMAR, RNA 
hE, DEET S(O PH. KIE, ue, t) =F h BF S(Q). Æ 
逆 Fourier 变换 应 用 到 方程 (5-82), (5-88) 上 去 , 我们 看 到 是 方 
程 (5-79), (5-80) 的 解 ， 从 推论 522 推 得 不 等 式 (5-81) 
定理 526 在 同样 的 假设 下 ,对 于 每 个 整数 7 之 0 


m—1 l 
jul 5-2 SO (IFI E Igel Larrea ), 0< (6-84) 
0 


其 中 常数 C 只 依赖 于 PCD), bMr. 
推论 5-27 在 定理 5-25 的 假设 下 , 若 / 的 支 集 是 有 界 集 ， 并 且 读 
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支 集 与 =0 有 一 个 正 踊 离 , 则 看 在 一 个 函数 ES(Q) 也 有 此 性 质 
并 且 使 PCD)u==f。， 类 似 地 , 车 /的 支 集 与 1=58 有 正 距 离 , WE 
在 一 个 函数 v€ S(Q), w PDf, 而 且 % 的 支 集 与 i=5 有 
正 距 离 . 

推论 5-27 的 证 明 类 似 于 定理 5-4 的 证 明 , 因而 省 略 . 

设 7 是 一 之 0 ER, BPE 万 "* 中 的 函数 ,我 们 将 把 一 个 
函数 vE "叫做 方程 (5-1)，(5-2) 的 强 解 , 如 果 在 SQ) 中 存在 
一 个 满足 等 式 (5-14) 的 函数 序列 {w}, 并 使 

ur>u, P(D)up>f, #2 Hp (5-85) 
用 这 种 术语 ,我 们 有 
定理 5-28 # PDE m 阶 全 双 曲 型 算 子 而 fEH"', 则 方程 
(5-1)，(5-2) 有 一 强 解 ue Are, 满足 
| (u| mirs- Of ls (5-86) 
其 中 常数 O RRM PO), b Fir. 
证 明 BA PCH, E O° (Q) he PB BES (fi, BHI t 
一 致 地 属于 S (E), AAE H 中 收敛 到 FORME A 的 定 
X). 而且, 存在 对 t 一 致 地 属于 SCE) Ru; €C°(Q), IFA 
u; 满足 (5-14) 和 
P(D)u;=fi, Æ Q H, j=], 2,9% (5-87) 
(定理 5-25) ， 由 不 等 式 (5-84) 
| 3 — etx | m+rs—1<C | f;—Ful sO, 当 j, k> 时 
因此 , 存在 函数 vE HAC A, 使 得 在 Hrt h uu, 特 
别 是 (5-85) 成 立 ， 因 此 是 方程 (5-1)，(5-2) 的 一 个 强 解 . 
| : 证 毕 . 

在 证 明 下 一 个 定理 时 , 我 们 将 利用 
引 理 5-29 5S (9) 中 在 t=0, b 附近 等 于 0 的 函数 构成 的 集合 ,对 
于 每 个 实数 s 而 言 ,在 ”中 是 稠密 的 . | 
证 明 “只 要 证 明 对 每 个 s>0 和 每 个 ooES(O)， 存 在 另 一 个 函数 
wE S(Q), w 在 t=0, 8 附近 等 于 零 ,并 使 得 

| \u—wloe<8 (5-88) 
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设 给 定 0>0, 又 设 pH OF L0, b] HH — TBR, HE 
0<p(t)<1, 0<i<b 
o(t) =1, 8<t<b—8 

则 wp JAF S(O), HAH t=0, b 附近 等 于 零 . 而 且 


lp 一 "一 | (=D [A+ [Ell Fol dE at 


< 二 | [f+ lé*ireltag |do, 4 8—0 n 


因此 对 于 充分 小 的 8 我 们 可 以 取 w= op, 证 毕 . 
现在 我 们 用 L 表示 S(Q) 中 在 带 形 区域 a<t<5 中 等 于 零 的 

函数 构成 的 集合 . 

定理 5-80 若 尸 (D) 是 全 双 曲 型 算 子 ， 则 存在 一 个 只 依赖 于 

P(D) 和 5 的 常数 Co， 使 得 对 于 所 有 S(O PE t= 0 附近 等 于 堆 

的 0, | 


Jo < 0. tub LEP) Wo! i ol 89) 


成 立 . | 
证 明 设 4 是 这 样 的 一 个 函数 ， 又 设 g 是 使 (5-68) 成立 的 形 为 
(5-66) 的 函数 .按照 前 述 引 理 ， 存在 So 中 的 一 个 函数 序列 toe}, 
使 得 

[px 一 9g2| 人 ->0， 当 >oo 时 (5-90) 
因为 对 于 每 个 8,p 必 ,有 mm 个 不 同 的 实 根 ,所 以 pore, r) 一 定 
“有 mm 一 1 个 不 同 的 实 根 。 因此 ， 算 子 pO PD) Je m—1 HS 
型 算 子 ， 于 是 ,由 推论 5-27, 存在 PrE So, 使 得 


| pD(D)by=Pr, k=1,2, e “6-91 | 
同 理 ,存在 一 个 在 1-0 MESES CSO), WR 
wo, DD)h=v (5-92) 


现在 
(P(D) 2, pr)o,s= (PCD) pO Dh, Budo E 

| = (P (D)h, 9"? (D) Un) o> CP (Dh, gv) 8a” 
= (gP (D)h, pO? (D) A) i, 4 k-> Bt (5-98) 
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Fe ANT BY 4) PAA} SE ALR HG Bi FANS) OH, 因为 hh 在 1=0 附近 等 
PRE, MRD yr FE t= b 附近 等 于 零 . HER, pO? D) 的 系数 是 实 
BY. HH (5-68) ,我们 有 


liminf| (P(D)0, fool> Le 5-94) 


A> Wy = Vy — gh, + 
pP (D) wy. = pn— we 
因此 、 | 
|p (D) wr | 83s < [pego Sie. +O D3 pr? (Dh Sak 
= (5-95) 
由 引 理 5-23 (1 a A) 
| ty | irae SC Cl pO DD) avy| 624 -+ [eh | 222,41) (5-96) — 
因为 当 t=4 时 y ETE. M-90), (5-95) 和 (5-96) 得 知 存在 
HBO, 使 得 | | 
| lim sup|Wx| m—1,s<C (lal St [Rl Sies) (5-97) 
设 p(a) ER (5-89) MA. BR, ela) a 的 一 个 非 减 函数 .而 
且 , 从 (5-94) 和 (5-97) 得 到 | 
[AI @ael?<Ce(a) (Lh [ MP et [A] Seas), O0<a<d 
(我 们 已 经 用 了 (5-61))， 如果 我 们 令 | 
E rE) = [e] nts (5-98) 
这 就 变 成 
r(t)®<Cp(t) (f raaa) ra )] 


<> C9 (t)?+ 到 | (os Pats Op()? +t ra, 


O<t<b 
因此 r(i)*<20% (4)? +| 7 a, 0<i<b 
如 果 现 在 我 们 应 用 引 理 5-9 中 的 第 二 个 结论 ,我们 得 到 
r(t)?<20%'p(t)®, O<t<b (5-99) 
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这 正 是 我 们 要 证 明 的 ， 证 毕 . 
定理 对 31 若 忆 是 全 双 曲 型 的 ， 则 对 于 所 有 的 pE H” 

| J2|<Colub eee (5-100) 
成 立 , 其 中 O06 是 (5-89) 中 的 常数 | | 
EA RPO 05[ 一 1 LAS 它 满足 


而 [pCDat=1 
设 j(2) 是 1-3 节 中 由 等 式 (1-35) 给 出 的 函数 , 它 满足 
{i@)de=1 


WF ve HM, EN ERIRE, HHR e>0 
v= r| (o(- FEE 78 )j(42*) oy, Widydr (6-101) 
以 及 
fo=— a {o(2*** )j(4— ow, )dydx (5-102) 


& 
容易 验证 对 于 每 个 se>0, Jo 和 Jw 都 属于 0~(9) 由 Bm,Jw 在 
4 一 0 附近 等 于 零 而 Jo 在 1=b 附近 等 于 零 . WH, A 
(Jwr oln [fw ols (5-108) 
|u—J,v|@->0, |o— J v| 20 (5-104) 
这 些 事实 的 证 明 与 2-5 4 (2-63) 和 (2-64) 的 证 明 相 类 似 。 我们 还 
有 
(Jw, Wos = (0, Sewo VVEHY: (5-105) 
这 是 容易 验证 的 . 现在, Ave A, 则 对 于 每 个 s>0， Jw 属于 
S(Q) 并 且 在 1=0 附近 等 于 零 ， 因 此 , 我 们 可 以 应 用 定理 5-30 而 
得 到 | 
Tels onab LEDI, Doul Pou 


WEH WRF Sa bt, Jep 也 属于 Sa. nt H (5-103) 7H (6-105) 
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Colub w, PD) Fb), 


| |7. olf 


¥E8e i | J y | m=, 3. - 
xO。 inb- i (v, En yi os] 
pEeS&, 由 | m=i, 8 


于 是 从 (5-104) 就 得 到 不 等 式 (5-100) ， 这 就 完成 了 证 明 . 
5-3 到 5-5 节 的 材料 是 属于 Leray a954) 的 (参看 Gårding, 
1956) 。 


56 纯 双 曲 型 算 子 


设 p(D) 蚌 一 个 mw 阶 齐 次 双 曲 型 算 子 ， 因 此 对 于 每 个 EE 2", 
OE, 7) 只 有 实 根 ， 册 初等 微 积分 ， 我 们 知道 pe, DRETG 
数 一 定 有 实 根 . 我 们 令 


p OCE, =a i] (t — m ®), k=0, 1, ++ (5-106) 


其 中 tas E EER, KAKA, 而 a 是 一 个 0 的 常数 .特别 是 ， 
每 个 算 子 oP 都 是 双 曲 型 算 子 ， 设 7 是 整数 (1,…,m) 的 一 
TTR. WRT 中 的 每 个 整数 二 mm 一 k, 则 我 们 令 

| Dxa(€, v) =a I] (w—~%;(€)), k=O, 1,.% (5-107) 


否则 令 pov 人 ,可 一 0， 设 Q(D) 是 一 个 阶 数 <m HAT, RA 
PW) =P~P(D)+QD). 如果 存在 有 界 函 数 ces (2), 使 得 
QE, 7) = 2 Crs (E) Pr, i, T) (5-108) 


则 我 们 将 把 PD) 称 为 纯 双 上 曲 型 的 . 
这 个 定义 的 理由 是 
E E 5-82 存在 一 个 只 依赖 于 pD) 和 和 的 常数 C， 使 得 对 于 所 
有 满足 等 式 (5-2) 的 vvEC" (OQ) NAH 有 
2| Pes D)u e <O|p(D)ul|$?, O<t<b (5-109) 
从 定理 5-19 MAT pO” 是 双 则 型 算 子 这 一 班 实 推 得 这 个 定 
H. 从 定理 5-32, RNA 


LO。 


定理 5-88 PD) RM MN, WA RMT PCD) Ms 
的 常数 O, 使 得 对 于 所 有 满足 等 式 (5-2) 的 vE Cn(D) NH, 
Dors DUAK] P Du LY, O<t<d (5-110) 
成 立 。 E | i 
证 明 由 等 式 (5-108y oo 
(QD ul LPE s Dul, O<t<b (5-111) 
it, Æ r OEA 6-109) 的 左 端 ， 由 (5-111) 和 定理 5-32, 我 们 有 
rG)? <crlzCDulgp]2+of r (Nd 


从 推论 5-10 就 推 得 想 要 的 不 等 式 . 
推论 六 84 车 PL(D) 是 纯 双 上 曲 型 的 , 则 对 于 所 有 满足 等 式 (56-2) 的 
uEC”(A) N Hs, 
È Pr, (D)u lo, <0 | P(D)ulo,s = (5-112) 

成 立 . 

注意 到 纯 双 旧型 算 子 是 双 曲 型 算 子 .证 明 (5-112) 的 一 种 方 
法 就 是 证 明 等 式 45-108) 蕴含 着 @ 绊 于 2。 因 此 由 人 双生 节 的 定理 
4-9 就 知道 PCD) FER. a PRA Si HEE EJ (5-112) Be 
含 着 对 于 所 有 具有 紧 ASSEN p 在 带 形 区 域 0<t<25 中 
| lpi <C PDP] 
成 立 . 
于 是 从 ( 句 后 应 用 ) 4-8 节 的 定理 4-5 就 得 到 双 曲 性 。 

本 节 的 结果 都 是 属于 Peyser(1963) 的 . 


57 例 


现在 我 们 给 出 几 个 算 子 的 例子 , 并 讨论 它们 的 双 曲 性 . 
1. 波动 算 子 及 一 有， 这 里 pé, vr) =? Dt? HF E*O, 这 
个 多 项 式 有 了 两 个 不 同 的 实 根 ， 因 此 波动 算 子 是 全 双 曲 算 子 . 
2. A T Di- Dit Dy) D: +- DiDa + aD HH plé, r= 
(@—-€:+8s) (r+éi— éD, MRE, t) =ar, KA £= éa It 0È 
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重 根 ,所 以 这 个 算 子 不 是 全 双 曲 型 的 . 然而 ， 它 是 纯 双 曲 型 的 . 因 
为 ,我 们 有 
27= (7~ 十 (r+ Ea) | 
这 证 明 等 ESR (5-108) 是 成 立 的 . | | 
3. pE, 7) 还 是 2 中 同样 的 2(E， T), 而 QE, 7) =a és). 
义 是 纯 双 上 曲 型 的 ， 因 为 ,我 们 有 | 
2(€1—£2) 一 一 (rz 一 Eté) 十 (v4 一 Ea) o 

4. WP pE, 7), WME, 7) =at1， 这 个 算 子 不 是 双 曲 型 的 . 
PE, 7) =p(E, 7) +E, 7) HABE | 
| t= tV(E,—&)?— 40k, . (5-113) 
若 我 们 取 69=61, 又 取 所 是 具有 适当 符号 的 大 数 ， 因此 ， 我 们 总 可 
以 使 得 这 些 根 的 虚 部 要 多 大 就 有 多 大 . 
5. pS, t) = (TI 一 一) (a? — S38 — , 285) TH QE) FE— TPR <4 
Mo. 69 的 实 系 数 多 项 式 ， 显 然 ,P(D) 不 是 全 双 曲 型 的 .然而 它 
却 是 双 曲 型 的 .为 证 明 这 一 点 ,注意 到 


P(E, 7) -74— i+ 73) 07+ 5778+ (5-114) 
其 中 奏 = 人 十 如 而 ra= Si 4265. AIL PE, 7) 的 根 满足 
Qe? = 262 +. 363-4 /SEL—4Q ` (5-115) 


当 |E] 时 ， 这 个 表达 式 变 成 正 的 . 因此 , 对 于 充分 大 的 NEI, 
PCE, 荔 的 根 都 是 实 的 .因此 , 它们 的 虚 部 对 于 所 有 的 二 都 是 有 界 
的 . 现在 假定 @ 是 三 次 齐 次 多 项 式 .， 我们 来 看 一 下 在 什么 条 件 
下 了 (D) 会 是 纯 双 曲 型 的 在 prs 中 仅 有 的 三 次 多 项 式 是 
(r — T1) (T°?—72) 
(r+ T1) (4? — 3) 
(7? — 72) (T— Ta) 
(T? — Ti) (T+ Ta) 
现在 假定 我 们 有 
QE) =01(€) (T — T1) (4? — T3) +Ca CÉ) (7 十 ra) (r° — 73) 
+ ¢3(§) (1? — Ti) (T— Ta) +-€4(€) (2? — ti) (tra) 
”分别 令 t= — 41, Ti, — Ta Fil Ta, 我 们 发 现 
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_ a) _ -Q) 


0, = Ca = 
l Rng”? "24483 


_ QS AC) 
24263 7 TB 


3 EE BR BY HA Q 的 形式 为 


Q(E) = Be 总 十 Bo (5-116) 


时 保持 有 界 , 因此 ， 当 且 仅 当 @ 是 (5-116) 这 种 形式 时 PY) eek 
双 曲 型 的 ， 


5] 题 
征明 强 解 是 弱 解 ， 
验证 函数 h(x， — +) BA BE 5 -4 的 证 明 中 对 它 所 要 求 的 性 质 . 
证 明 等 式 (5-12) 是 一 个 内 积 而 如 ”是 一 个 Hilbert 空间 ， 
WEBB ext 6-20), (5-21) #1 (5-22), 
证 明 推 论 5-15, 
证 明 在 定理 5-16 的 证 明 中 描述 的 函数 ay 6) mkl 1 次 齐 次 函数 . 


l 证 明示 等 式 (5-56). 


证 明 (5-69). 

证 月 不 等 式 (5-71)， 

证 明 不 等 式 45-74). 

设 pz) 是 具有 家 个 不 同 实 根 的 和 次 多 项 式 . EAR Fp O 具有 
m—l 个 不 同 的 实 根 . 

证 明 不 等 式 (5-78). 

证 明 引 理 5-9 中 的 第 二 个 结论 . 

hE HA (5-103), (5-104) 70 (5-105), 

证 明 当 [€ | oo 时 等 式 (5-115) 变 为 正 ， 

设 pcé, 如 为 5-7 节 中 例 5 所 给 出 的 ， 鞭 日 是 次 数 <3 的 多 项 式 ， 问 
何 时 P(D) 是 纯 双 曲 型 的 ? 给 出 例子 . 

B vE MHA i=] 附近 等 于 零 ， 证 明 PD) w=, PWD)v, p 


PO REN BARAT, M /是 由 等 式 (5-102) 给 出 的 ， 对 于 了。 


P(D)Iw=I .PD 
成 立 吗 ? 
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第 六 章 半空 间 中 的 边 值 问题 


a [53] 
61 5] Š 


在 种 四 章 中 我 们 已 x 看 到 对 于 任何 函数 mE S (BE) 和 fE 
S(Q), 我 们 能 解 Cauchy 问题 
PDpula, P=f 8,1), 0<t<b<co 4) 
Diu(a, 0) =g,(2), O<k<m | (6-2) | 
其 中 PCD) fk— 4S m GON SEF 2 是 带 形 区 域 0<t<6(46 
WE 4-15), 而 且 , 证 明了 解 w(%w, t) 是 属于 SO). 如果 取 
b= 的 话 , 即 如 果 想 在 半空 间 中 解 方程 (6- 了 和 (6-2) 的 话 ， 我 们 
可 能 想 知 道 这 个 结果 是 否 还 成 立 . 
第 四 章 中 的 方法 证 明 我 们 可 以 在 半空 间 4 中 解 方 程 (6-1), 
(6-2), 但 是 解 将 不 一 定 属于 LO. 从 一 个 简单 的 例子 可 以 看 
出 这 一 点， 考虑 二 维 情形 的 Cauchy 问题 . E 
Utt — Use =O, t>0, —co<a<oo (6-3) 
u(x, 0)=g(2), ule, 0)=0, —co<a<oo (6-4) 
其 中 g(w) 属 于 .方程 (6-3) 和 (6- 4) 的 解 是 | 
uls, t)=[g(e+t)+9(@—-#)]/2 (6-5). 
Gg>OuRBT 严 (2) 是 显然 的 , 这 里 PFH t> 事实 上 
|) lu t) |"dedt> |" K g(a+t) dedi = 
现在 问题 在 于 是 否 存在 一 个 整数 7， 使 得 
P(D)u(a, t)=f(a, t), $t>0 =- (6-6) 
| Dřulæ, 0) =g), OX<k<r -= (6-7) 
在 2(Q) 中 有 一 个 解 , 这 里 8 是 半空 间 >, AAT, 我 们 并 不 知 
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道 双 曲 性 是 否 仍 然 是 一 种 宝贵 的 性 质 ， 所 以 , 让 我 们 这 样 来 说 明 
这 个 问题 ， 对 于 常 系数 算 子 PCD) KL, 是 否 存在 整数 7, 使 得 方 
程 (6-6), (6-7) HF EER fE S (ED Al oC SB") Ze LICO) H 
有 一 个 解 ? 显然 , WRAPS rW, 这 样 的 解 存在 , 则 对 于 任何 
EDA r ERA LOR. 当然 ， 我 们 感 兴趣 的 是 得 到 最 大 的 7 
E. 为 一 种 考虑 这 一 问题 的 途径 是 问 , 在 什么 条 件 下 方程 (6-6)， 
(6-D LP) 中 至 多 只 有 一 个 解 ,， 即 问 : 在 什么 条 件 下 解 是 唯一 
的 。 因 为 如 果 方 程 (6-6), (6-7) 只 有 一 个 解 , 则 gr(z) 已 被 确定 了 ， 
而 不 能 任意 选择 . | 

本 章 专门 研究 方程 (6-6)，(〈6-7)， 尤 其 是 研究 它们 在 LO) 
中 解 的 存在 和 唯一 性 . 和 通常 一 样 , 我 们 没有 着 手 解决 这 种 问题 
的 特别 的 想法 ， 所以， 我 们 还 是 求助 于 先 考虑 特殊 情形 ， 在 4-5 
节 中 我 们 已 经 发 现 研 究 常 微分 算 子 是 有 用 的 . 我们 在 6-2 到 6-6 
节 中 再 次 试图 这 样 做 ， 若 G 是 区 间 (a, b), RIIS SG, 5) 表示 
集合 S(G) Ci 2-3 节 ). 


6-2 半 直 线 上 的 问题 


现在 我 们 考虑 PP(D) 只 是 关于 的 算 子 的 情形 , 即 P(D) 是 一 
个 常 微分 算 子 的 情形 ， 这 时 ,方程 (6-6),，(6-7) 化 为 
P(Dju@ =f, t>0 (6-8) 
Dul) =g, O<k<r (6-9) 
H FESE it gu ERM. RIIE L (O0, 00) HRE. 我们 假 
E P(z) 是 m 次 多 项 式 ,并 且 2 RBH L. 
我 们 首先 考虑 了 三 0 的 情形 . 
P(D,)u=0, i>0 | (6-10) . 
的 通 解 是 ， 
u= >à C07 (6-11) 
HP rs 是 了 P(z)=0 HR. EAER, We 变 成 二 的 多 项 式 . 这 
种 修改 并 不 影响 到 现时 的 讨论 , ) 现在 为 使 v 属 于 LO, œ), X 
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FE IMs, <0 的 Ao 一定 等 于 零 ， 因 为 , 否则 的 话 ， 
当 too 时 双 之 绝对 值 将 恒 大 于 一 个 正 数 ， 所 以 4 不 可 能 属于 
E7(0, co), 现在 ,方程 (6--9) 强 四 在 系数 上 了 个 生性 所 以 , 春来 
下 列 定理 是 合 理 的 . 
定理 6-1 AEE PO =0 的 7 个 根 1, e, 7 SRE E 
算 ), 使 得 | 

Imz7,>0, 1<k<r (6-12) 
则 方程 (6-9)，(6-10) 对 于 任 选 的 一 组 常数 gx, HE S(O, 00) PA — 
解 . 
证 明 我 们 希望 求 形 为 


u(t) ~ > C Ot (6-13) 
的 解 . 现在 ， 若 卫 是 包围 wx 的 简单 闭 曲线 ,我 们 知道 
ett d ed (6-14) 


20% Jp E— Tk 
(GL ËT aR Ttree, Tho WEA (6-13) 可 以 写成 形式 


Lif Q@)e*#dz > 
MO) =D Pn Pr (6-15) 


其 中 
P.(2) = (z— T1) (2— Tr) (6-16) 
与 4-5 节 的 等 式 (4-82) 类 似 ， 和 
gtd , 
wr (t) = Sr r Py) (6-17) 
EADS TREN RIBA 
Drw, (t) = Zde kO, 1, 2, (6-18) 


= r Pl)’ 
BLED] w, 是 方程 (6-10) 的 解 . 现在 , HBL 是 以 原点 为 心 , RH 
半径 的 圆周 , 取 及 充分 大 以 至 于 I AE va, t, 由 等 式 (6-18)， 
RIJE , | 
æ Rioko .joio po 
Dru, (0) = — | OR 
其 中 Q( 力 是 一 个 次 数 <r EIR. ecr, 当 R> 时 它 
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(6-19) 


BFO t-r- WEST, Aw OR 


P(D;)u=0, t>0 ~ (6-20) 
Dru(0) =0, 0<k<r—1 (6-21) 
Dwu0)=1 {6--22) 
的 一 个 解 . 我 们 必须 证 明 4 ESO, co), 没 3>0 合 得 | i 
Imr >88, 1l<k<r > (6-23) 

因为 w, 是 (6-13) 的 形式 ， 对 于 每 个 友人 存在 一 个 常数 0 使 得 
| Drw, H | <O HAr tte, k=0, 1 (6-24) 


这 就 证 明了 w ESO, 00), BATH LISTE 4-5 节 中 所 做 的 那样 来 
解 方程 (6-9)，(6-10). ERE, BAM volt) = gow, E) 并 归纳 地 
WE) =| g Drt ua (0) wE), 1<j<r (6-25) 

则 , 函数 
u(t) = È 有 Ta (6-26) 


是 方程 (6-9)，(6- -10) 的 一 个 解 . 其 证 明和 4-5 节 中 证 明 (4-76) 
是 (4-72) 的 解 一 样 。 注 意 不 等 式 (6-24) 保 证 由 等 式 (6-26) 给 出 的 
uG SO, co) 的 . 证 毕 . 

现在 我 们 转 到 原来 的 问题 (6-8), (6-9). 为 了 解 (6-8) (6-9), 
我 们 只 要 在 (6-26) 式 上 加 上 问题 


P(Douw 人 一 GD，t>0 (6-27) 
Diu(0)=0, 0<k<r (6-28) 

的 一 个 解 . 与 4 5 节 中 所 展开 的 相似 , 我们 可 以 假设 
v(t) =i f Foot 一 Di (6-29) 


”作为 (6-27), (6-28) 的 一 个 可 能 的 解 . 若 遵循 在 人 5 节 中 的 推理 ， 


我 们 发 现 ， 
Dwli) =i | f(s) Dr (t—s)ds, 0<k<r (6-30) 
Dév(t) = Si Df Diw (0) +i f f(s) Diw, (t—s)ds, 
kær (6-31) 
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这 些 公式 证 明了 “DHE GA (6-28), 但 是 5 的 满足 的 方程 不 
FE G-n) mi o 

Pan Do) =f O >O. (6-32) 
TA 我 们 只 是 对 于 PD) = PD) KET, —_ PP(z) 一 0 的 所 
有 的 根 都 具有 正 虚 部 的 情形 ， 得 到 了 方程 (6~27)，《6~28) 的 一 个 
解 . 但 是 , 对 于 这 种 人 情形, 我 们 得 到 的 解 就 是 我 们 想 要 的 解 . A 
FESO, cc), Mo@®) ther SO, 7°). FE AR 点 , 只 要 证 明 
对 于 每 个 J FA k, 


on) =t | FO Diw (t—s)ds 
是 有 界 的 ， 因 为 了 ES(0, ce)， 所 以 存在 常数 C, 使 得 


Ie) < s>0 
由 不 等 式 (6-34)， 仓 在 常数 O, ae 
| Diw, |< ay t>0 
因此 | om (t) | <OF f (+t—s) 7 (+s) ds 


因为 对 于 O<s<t/2 # t—sSt/2, 这 就 给 出 
E f A (i/3 
joa or (144) | (1+8) -72ds 
| 2 0 


j ty? f(t _e)-3 -9 
+01 (14+) | at ) +) de 
二 21O4H(2 十 从 -| | (i149) -3ds (6-33) 
0 


Aub, MPEP IME oD) BARD. 这 就 证 明了 2w( 属于 
S(0, œ), 因此 ,我 们 已 经 求 得 了 7 二 m 时 所 要 的 解 . 
y r<m 时 我 们 能 做 些 什么 呢 ? 这 时 ,我 们 利用 
引 理 6-2 设 P(Di) 是 任何 常 系数 算 子 ， 又 设 f0) ESEP 
任何 函数 ， 则 存在 一 个 函数 w(t) ESCH), 使 得 
i P(Dpult) =f), t>0 (6-34) 
证 明 显然 只 要 对 P(D)=D—a WH3SARET, XE a 是 任 
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-AR Fo 是 实数 , 我 们 令 ” ae 
| vie 8B) 
BROME 

CD, a“ ae =f (6-36) 
ROF CO (E5 BAER 当 t>>0 时 它 等 于 1 ， 当 :t< 一 
NERF O MRR ump 属于 SE) 并 且 满 足 方程 (6-84)， 车 
a 不 是 实数 , 令 


u(t) ->f tt? TD i | | (6-37) 
其 中 
| F=f reeds (6-88) 


因为 属于 S, 所 以 了 也 属于 5S, 因此 F/ (r-a) 也 属于 SCR 2-3 
节 )， 因 此 , «ES, IMA Fourier 变换 我 们 知道 4% 是 方程 (6-36) 
的 一 个 解 。 这 就 完成 了 证 明 . 

现在 我 们 回 到 方程 (6-27)，(6-28). 设 


P_(z) = a (6-39) 

AEA, FEES, 使 得 | 
P_(D)A(t) =f), t>O (6-40) 
现在 我 们 设 v( 妇 是 | | 
P (Du(t) =h(t), #>0 (6-41) 


和 等 式 (6-28) 的 一 个 解 . 我 们 知道 在 SC0，co) 中 有 一 个 解 ， 现 
在 就 很 明显 了 ， 这 个 函数 就 是 方程 (6-27)， (6-28) 的 一 个 解 因 
此 ,我 们 已 经 证 明了 

定理 6-3 ”在 定理 6-1 的 假定 下 ,对 于 每 个 JE SCBz2) 和 任 选 的 党 
数 gx, 问题 (6-8)，(6-9) 在 SC(0, oo) 中 有 一 个 解 ， 


6-3 唯一 性 
本 闻 我 们 将 证 明 由 定理 6-3 给 出 的 解 是 唯一 的 . 我们 先 证 明 
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定理 G4 设 忆 (2) 是 一 个 m KERA: 假定 MOR O* a,b) 
Be a, 使 得 


P(D)u(@t)=0, a<t<b o G42) 

i Diu @) =0, O0<k<m | 648) 
证 让 假定 存在 ty, 使 得 sh AL tf w (ta) #0, a 
Y(t) = $ | Diu (£) | | 


又 设 加 是 [ce, tr] HE Y (to) = 0 的 最 高 点 我 们 可 以 假定 万 (2) 的 
形式 为 

P (2) = Zt ama” t wt ay 
因此 , 由 方程 (6-42) 和 (6-43) 


¥ @)=¥ ()-¥ t) $ | | Diu(s) Ids 


<S G+ larl) |Diu(s) |ds (6-44) 
令 
M(t) = lub Y (s) 
则 (6-44) 给 出 | | 
Y(t) <M (#) (¢—%t) ( m+ jaxl), to<t<t (6-45) 
这 就 推出 对 于 充分 靠近 如 的 + | 
MOMO (6-46) 
但 是 , 因为 当 to<t<ti M M()>0, PRR ATA, 因此 在 
[a, PP Y(t) =O. 证 毕 . 


推论 65 方程 (6-42) 的 解构 成 一 个 m 维 空间 . 
证 明 在 45 节 中 证 明了 ,对 每 个 满足 0<j<<m YG, 我 们 能 够 名 
方程 (6-42) 和 

Diu(a)=S8,,, OX<k<m (6-47) 
其 中 当 GAL, On =O TT ðw, H us (t) 来 记 这 个 解 。 是 线 
性 无 关 的 ， 因 为 , 若 
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Dajujt)=0, a<t<b 

则 Sa,;D'u;(a) =0, 0<k<m 

Hy Sesh (6-47), PAM a; 都 等 于 零 . ME, $ u ETE (6-42) 的 
任何 一 个 解 . 

oD) = S$ Dulal) 
由 等 式 (6-47) 
Dola) = Dula), O<k<m 
因此 一 2 是 方程 (6-42)，(6-43) 的 一 个 解 。 由 定理 6-4, u=v, 
uy 的 一 个 线性 组 合 ， 因 此 推论 就 得 到 了 证 明 . 
定理 6-6 若 PG) 恰 好 有 7 个 虚 部 为 正 的 根 ( 重 根 要 计算 重 数 )， 
则 方程 (6-42) 的 属于 0"(0, 00) n (0，oo) 的 解 的 集合 构成 一 个 
7 维 空 间 ， 它 们 正好 是 | 
P: (Du(t) =0 | (6-48) 

的 解 . 
证 明 Bea, +, Tm RIR PO 一 0 的 根 ， 只 要 了 小 于 人 的 重 数 ， 
函数 tet? 就 是 方程 (6-42) 的 解 . 因为 这 些 函数 是 线性 无 关 的 ， 
并 且 存 在 m 个 这 样 的 函数 ,它们 构成 了 方程 (6-42) 的 解 的 一 组 基 ， 
只 有 Im, >0 的 那些 解 是 属于 L0, oo) 的 ， 而 其 它 解 的 非 零 线 
性 组 合 不 可 能 属于 LO, ©), 因为 恰好 有 个 这 样 的 函数 是 属 
于 (0, co) 的, 并且 它们 都 是 方程 (6-48) 的 解 。 ”证 毕 . 
推论 6-7 在 LI?2(0, oo) 中 方程 (6-8),，(6-9) 至 多 有 一 个 解 . 
证 明 方程 (6-8) 的 每 个 属于 L3(0，co) 的 解 也 是 方程 (6-48) 的 一 
个 解 (定理 6-6). TE, 从 定理 6-4 就 立即 得 到 所 要 的 结果 . 


6-4 一 般 边 界 条 件 


现在 我 们 来 考虑 一 个 比 (6-8) ，(6-9) 更 一 般 一 些 的 问题 . 设 
Q(z), QO 是 7 个 次 数 <m WERA. 我 们 要 求 一 个 函数 
u(t) {i ZW AL | | 
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P(D;)uGt) =f), #>0 (6-49) 
Q@i(CDDuw(0) =9;, 1<j<r (6-50) 
和 和 前面 一 样 , 我 们 假定 了 (2%) 是 m 次 多 项 式 而 2? 的 系数 是 1， 而 
A, 了 (%) 怡 好 有 7 个 根 ( 把 重 根 的 重 数 计算 在 内 ) rr e, tr, 这 些 
根 满足 不 等 式 (6-12). 

AT RRA ETE, 我 们 首先 假定 Q5 (2) AK <T. 

因 比 | 
Q; (2) = > baz, L<j<r (6-51) 


于 是 ， 车 矩阵 (8) 是非 奇 异 的 ， 则 我 们 可 以 对 2" 解 方 程 组 (6-51), 
由 此 ， F (bY) EREE, RNA 


A= S10Q,@), O<i<r (6-52) 
因此 , ER (6-50) 等 价 于 
Drwu (0) = > bg, O<k<r (6-53) 


因此 , FE (6-49), (6-50) 的 任何 解 都 是 方程 (6-49)，(6-53) 的 一 
个 解 ， 反 之 亦 然 。 而 且 ， 我 们 知道 问题 (6-49)，(6-53) 有 唯一 解 
(定理 6-3 和 推论 6-7), ATE, BHA OWEN, 则 存在 
不 全 为 零 的 常数 os, 使 得 

| $ aibu=0, O<k<r 


> ajQ);(z) =0 (6-54) 
因此 , 为 了 使 得 方程 (6-49)，(6-50) 有 人 解 , 必须 有 
> Cigi = 0 


这 就 表明 不 可 能 对 于 任 选 的 见 都 有 解 Wah, Æ (On) EAT RY, 
则 存在 不 全 为 零 的 常 HE gr 使 得 


S! bagu=0, 1<j<r (6-55) 
若 我 们 用 等 式 (6-25) 和 (6-26) 来 定义 ult), HIE BUGS A u(t) E 
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P(D,)u(t) =0, t>0 7 (6-56) 
Q,(D;)u(0) =0, 1<j<r (6-57) 
的 一 个 解 . 

总 结 一 下 , RDN, AER On) 是非 奇异 的 , 则 问题 (6-49)， 
(6-50) 对 于 了 和 gx 的 每 种 选择 有 了 唯一 解 . AERO 是 奇异 的 ， 
我 们 不 能 对 所 有 的 选择 求解 (6-49)，(6-50) ,而 且 即 使 能 解 , 解 也 
不 是 唯一 的 . 

现在 让 我 们 来 看 看 当 QOG (Ds) 的 阶 数 可 以 >r 时 我 们 能 做 点 什 

. YF, 这 时 可 以 化 为 @ (Do 的 次 数 <r 的 情形 ， 为 证 明 这 点 ， 
注意 到 ， 由 诊 分 分 式 ,我 们 有 

Q) =S;@) P+ @ +R) (6-58) 
其 中 (2) 的 次 数 <r. E m<m 是 C2) 的 次 数 ， 则 Sj(z) 的 次 
数 是 mw 一 "7, Be P-_(%) 是 由 等 式 (6-39) 定 义 的 , 则 由 引 理 6-2, 对 
FRE SC SE), HEP AES (EH), 使 得 方程 (6-40) 成 立 . A 
此 , (6-49), (6-50) 等 价 于 | 

| P (D)ult) =h), t>0 (6-59) 
By (D,) uO) =g;— S; (Dh (0), 1<j<r (6-60) 

现在 这 就 是 我 们 前 面 处 理 过 的 那 种 形式 了 . 车 
Ri;(2) = S one, 1<j<r (6-61) 


WU D7 BE (6-59), (6-60) 对 于 天 和 gy 的 所 有 选择 有 唯一 解 当 且 仅 当 
ERE Ck) 是 非 奇异 的 . | 

从 等 式 (6-54) 我 们 看 出 矩阵 (bx) 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 Qy (2) 
是 线性 无 关 的 . KM, ER Cr) 是非 奇 异 的 当 且 仅 当 BG%) 是 
线性 无 关 的 。 E 局 的 是 线性 无 关 的 ， 我 们 就 说 Qs (@) 是 模 P41(%) 
线性 无 关 的 ， 因此, 我 们 已 经 证 明了 
定理 6-8 EGO 是 模 PO 线性 无 关 的 , 则 对 于 任 选 的 fe 
心 (五 ) 和 常数 gi, ERE — PITRE (4-49), (4-50) 的 函数 w(t) € 
S(O, œ), 

注意 ， 这 个 解 也 是 唯一 的 ， 因 为 方程 (6-56) 的 任何 L*(0, o0) 
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解 也 是 方程 46-48) 的 解 ( 定 理 6-6). 因此 方程 (6-56)，(6-57) 的 
解 满 足 
R;(D)u (0) =0, 1<j<r (6-62) 


但 是 我 们 已 经 证 明 方 程 (6-48) 和 各 (6-62) 的 仪 有 的 解 是 %=0. 


6-5 一 种 简单 情形 的 估计 


既然 我 们 已 经 会 解 方程 (6-49)，(6-50), 我 们 就 要 间 一 下 解 
UEBER SAn 来 估计 ， 因为 我 们 一 直 是 在 L720, 00) 中 讨论 间 
题 ,因此 提出 下 面 的 问题 看 来 是 合理 的 ; 在 什么 条 件 下 对 于 (6-49)， 
(6-50) 的 一 切 I2(0，o0) 解 具有 如 下 形式 的 估计 ， 

IRSA | +31 a1) | (6-63) 


FOP Ht BR RB POMO GHB L (0, oo) 中 的 范 数 )? 因 
为 关于 这 个 问题 我 们 没有 什么 特别 的 想法 ， 让 我 们 来 考虑 一 个 非 
常 简单 的 情形 . 

BP) =z 一 和 则 我 们 可 以 对 方程 (6-49) 用 显 式 解 出 u: 


u(t) =eu(0) +4 f at (sg) ds (6-64) 


首先 假定 入 是 实数 ， 则 函数 f(s) 0 Lts) IR 于 C°[0, co) N 
LO, 00), 对 这 个 特殊 的 刀 解 w 是 
ult) =e u0) +i ln G+H] (6-65) 
显然 , 对 于 任何 的 w(0) 值 这 个 函数 不 属于 LO, 00), 因此 不 可 
能 有 形 为 (6-63) 的 不 等 式 ， 其 次 ,我们 假定 Im 和 >>0， 这 时 , 每 当 
了 属于 (0, co) iy, 解 (6-64) 了 岂 属 于 (0, co)， 显 然 (6-64) 右 
端 第 一 项 是 属于 LO, co) 的 ,因此 , 只 要 证 明 当 属于 L (O0, co) 
By, | 
u(t) = | ei (s) ds (6-66) 


也 属于 LO, co) mae 7. ME, 由 Schwarz R (1-62), 


e lade 


of et 
[ w(t) | :<| gm Atel | eI™m 4-9) | f (8) | 20s 


<> | 6 一 Im at-s) | f (s) | ds 
因此 o p 
Wolpe hoJ IO [asdi 
=> <I. | f(s) |? jem at- dt ds 
<- |, 1/9 Pas 
由 此 ， 我 们 有 估计 


|u| <= = IFI +- l (0) | 
x} Im A> 0 时 
(D,—a)u() =f), t>0 


(6-67) 


(6-68) 


的 所 有 的 解 成 立 . 最 后 ， 假 定 Ima<0, (fish (6-64) 可 能 属于 


1P(0， 00) 的 仅 有 的 情形 是 当 
a u(0) = 一 计 oy (s)ds 
的 情形 ， 因 此 
u(t) = -i | Bt (s\ ds 
这 时 , 我 们 根据 Schwarz 不 等 式 , 有 
OWI We md AI 


| <ET] F emai-s) | f (s) | 2d 

因此 

ue) | g-m at- £ (s) | 2ds dt 
-rir h | f(s) |? ix -Im a(t—8) 74 dg 


<m h | (Ff C8) |°ds 


(6-69) 
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因此 当 Im 入 <0 By, 对 于 《6-67) 这 祥 的 解 , 有 舍 计 
Jul < Taal | (6-70) 


总 结 一 下 , 我 们 注意 到 当 入 是 实数 时 , 对 于 方程 (6-68) 的 解 没 
有 形 为 (6-63) 的 估计 ， 若 Im A> 0, 则 对 于 一 种 边界 条 件 ( 即 u (0) 
是 任 给 的 )， 形 为 (6-63) 的 估计 才 成 立 , 而 当 Im 和 <0 时 ， RAR 
《6-69) ,不 能 再 加 任何 边界 条 件 , 形 为 46-63) 的 估计 式 才 成 立 , 在 
6-6 节 中 我 们 将 看 到 , 对 于 一 般 铺 形 , 这 种 情况 是 有 代表 性 的 . 

现在 我 们 指出 上 述 工作 的 一 个 推论 . 在 这 个 推论 中 我 们 将 利 
用 下 列 范 数 族 


lol- f $ DPO ldt, k=0, 1, = (6-71) 


我 们 令 H’= H"(0, cc) 表示 S(O, ce) 关于 范 数 (6-? 力 的 完备 化 . 

我 们 有 | . 

定理 6-9 设 P(z) 是 一 个 没有 实 根 的 m 次 多 项 式 , 又 设 b 是 一 个 

非 负 整数 ， 则 存在 只 依赖 于 了 PQw) 各 的 常数 C， 使 得 对 每 个 

FEOC*LO, œ) 由 HH*(0，co)， 存 在 一 个 函数 wEO™*O, œ) N 

H™**(O, 00), 它 满足 方程 (6-49) 和 a 

Julm CIS ik (6-72) 

在 证 明定 理 6-9 时 我 们 将 利用 下 面 简 单 的 引 理 . 

引 理 6-10 # fcH m vue LO, 00) 是 方程 (6-68) 的 一 个 解 ， 

WW we” Bh 
| | Diu? <3*| a] ju]? +2 > SALS DEES] (6-73) 


证 明 HRANA. 假定 不 等 式 (6-73) 对 成 立 . Bred’, u€ 
L? (0, 00), HZ3} (6-68) RY, Mj ue H* H 
Diy) Diu-+ D? f 
因此 , ue H= 并 且 
(Du, Diu) =A] Diu]? + (Def, Dru) 
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| Drt tul? = 2. (Diu, Du) + (Df, D***u) 
=AL Diul?+ (Diu, DEf)] + (Dif, Deu) 
= |A [2] Diu]? +A (Die, DD + Diy, D+ ty) 


| <Š ja]? | Drui? + DEF + [Di u|? 


这 里 我 们 己 经 用 了 记号 
(u, v) -| u vdt (6-74) 
因此 E 
[Dt u]3<83]a]?] Diul?+2| Def |?, k=0, 1, + (6-75) 


因为 根据 归纳 法 假设 (6-73) 成 立 ,我 们 有 
| Deen]? <3] PLR ALP u]? 


k—i . 
+ EFDA DA 


_ BEHIA aztalala + $ sja” Di jf ||? 


”这 就 表明 对 于 有 二 1，(6-73) 成 立 ， 此 外 ， (6-75) 表明 当天 一 工时 不 

等 式 (6-73) 成 立 ， 因此 用 归纳 法 证 明了 本 引 理 . | 
现在 我 们 给 出 

定理 6-9 的 证 明 显然 ,只 要 对 m= 1 的 情形 证 明定 理 就 够 了 . A 

为 ,我 们 总 可 以 写 出 


P(z) = fi (z—y) a (6-76) 
因此 P(D,) = TI PiD) | 
P.(D, =D;—% (6-77) 


因此 ,如 果 当 mr 一 1 时 定理 成 立 , 则 我 们 知道 存在 WE OO, 00) 
NH™*(0, 00), HAF P1 Diu =f Ai 
[usle SO |J ls 
FRM Pi) Ak, 类 似 地 , 存在 一 个 函数 ua E O*L, 00) 
na 0°), 和 使 得 Pa (Di) us = Uy 和 


|| va xra<C | es lesa 


o 147 « 


如 果 我 们 把 这 个 过 程 重复 m 次 ,我 们 就 得 到 所 要 的 结果 . 
为 证 明 m=1 时 的 结果 , 假定 FEC*LO, co) N H*O, <), 
Pe)=2-1’~, > 


ult) =i f eolt-of(s)ds， 若 Ima>0 ` (6-78) 
利 ， 
u(t) = —4 F e” t-f (s\ds, Fe Ima<0 (6—79) 


显然 ，wE€0*11[0，oo) 且 满足 方程 (6-68)， 由 (6-67) 和 (6-70) 我 
们 知道 ue (0，oo)， 现 在 我 们 应 用 引 理 6-10 得 出 结论 ，vE 
H***(Q,- oo) 且 满足 

lulk SO (wih ?+ isla 
其 中 常数 C 只 依赖 于 Ae, 车 现在 我 们 应 用 不 等 式 (6-67) 和 

(6-70), 我 们 就 得 到 所 要 的 结果 ， 这 就 完成 了 证 明 . 
推论 6-11 若 P(z) 是 一 个 m 次 多 项 式 ， 它 的 所 有 的 根 均 有 负 虚 
部 , 而 是 一 个 韭 负 整数 ， 则 存在 一 个 只 依赖 于 PCe) 和 天 的 常数 
O, 使 得 

Julm <O] P (D) wh, (6-80) 
对 所 有 的 VE O"**T0, œ) N A™*(0, co) 成 立 ， | 
证 明 MAE f CO*[0, c)N HO, cc) ,存在 一 个 vE COmtz[0,co) 

NH"**(0, oo), W44 P(D,)u=f 并且 (6-72) 成 立 ,其 中 的 常数 依 
赖 于 POM kE 6-9)， 若 PC) 没有 带 有 正 虚 部 的 根 ， 则 函 
Au E P(D)u=f # L (0, co) 中 的 唯一 解 ( 定 考 6-6)。 这 就 给 
H T (6-80) , 


6-6 一 般 情形 的 估计 


对 于 一 般 情形 ， 现 在 我 们 来 证 明 一 个 甚至 比 (6-63) 还 要 强 的 
不 等 式 . 我 们 的 主要 结果 是 
EMEA Be 已 GO 是 一 个 没有 实 根 的 m 次 多 项 式 . kr ERK 
正 虚 部 的 根 的 个 数 ( 重 数 计算 在 内 ) , 设 Qa), + Q, (2) 是 > 个 模 
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PP, (雪线 性 无 关 的 多 项 式 , 其 中 P(e) 是 由 等 式 (6-16) 定义 的 . 则 
对 每 个 非 负 整数 如 存在 常数 0, 使 得 对 于 所 有 的 uE O"*[0, co) 
NAO, ce) 均 有 E 
julm <O (P (Dult SGD) (6-81) 
成 立 ， 特 别 , MP BRAT RORERY u 
juja CAP Dulit $ |Diu0)]) (6-82) 
成 立 ， 
在 证 明 这 个 定理 时 , 我 们 将 用 到 另外 两 个 引 理 . : 
引 理 6- 切 ”对 于 所 有 的 函数 VE CTO, 00) NH0, 00), WA 
常数 0 存在 使 下 式 成 立 : 
jule <C] Ps (Dule (6-83) 
[BXH u LE 
| Diu(0)=0, Oxj<r ` (6-84) 
证 明 Bin, …, RPL) 一 0 的 根 设 w 满 足 等 式 (6-84)， 且 
令 f=P+(D)u, 而 | 
u= (Di— ta) +++ (Di—ty) u 


DU wz 满足 
(Di—r)u t =f), t>0 (6-85) _ 
wu(0) =0 (6-86) 
这 个 问题 仅 有 一 解 , 即 
w(t) <4 | emf) ds (6-87) 


ei (6-67) 和 (6-73) 知 存在 常数 2, 使 得 
[ualr Of |e 
其 次 , 令 ua= (Di—7T8)° (Di—t,)u 
则 ua 满足 , | 
(D,—12)ue(t) =u t), t>0 
(0) 一 0 
因此 ,存在 常数 0, 使 得 


| etal era SC | ter jee 
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这 样 继续 做 下 去 ,最终 就 得 到 所要 的 结果 
S614 (0, o) 中 的 函数 是 有 界 的 并 且 满足 
ju |?<2]e) 3 (6-88) 
证 明 由 5-3 节 的 引 理 5-8, 对 于 t+< 入 <t+1 我 们 有 
lu 12 一 1w(N) 一 28ei |’ u(s) Dyu(s)ds 


<u) +S” ue) pas f Dace) [Pas 

两 边 对 入 从 二 到 t 十 工 积分 , 我们 得 到 

ju <a f" Juls) lras+| |Dau(s)[2ds (6-89) 
对 于 wES(0, oo) XAA (6-88). 因为 S(O, 00) 中 的 函数 在 
H*(0, <) 中 稠密 , 结论 就 得 到 了 . 

现在 我 们 可 以 给 出 

定理 6-12 的 证 明 u Oo, 00) 由 玉 "+*(0， 00) 中 的 一 个 
函数 , Le hk=P, Ddu. BAIR S), Rj(%) 由 等 式 (6-58) 定 
义 , RA | 
gi=Q;(D, uO) S; (DARO), 1<j<r (6-90) 
设 ww 是 问题 


Pi (DDt =0, t>0 (6-91) 
R; (D;) Vk (0) = Osx, 1 ~~ k . (6-92) 
的 解 . 根据 定理 6-8, 存在 这 样 一 个 解 . 令 
© V=u >E gp — (6-93) 
则 ”满足 
P. (Dot) =h(), t>0. (6-94) 
Div(0)=0, 0<j<r | (6-95) 


从 方程 (6-91) 和 (6-93) 可 以 得 到 结果 (6-94), X TWE (6-95), 
注意 到 , 由 等 式 (6-58)， . | 
R; (Dz) v(0) =Q;(D;)» (0) — 6; (D h0 | 
= 9;— E gQ (D) (0) =0, 1<j<r 
因为 RO 是 线性 无 关 的 ， 根 据 (6-53)， 它 是 等 价 于 (6-95) 
的 . : 


» 150 e 


因为 "满足 方程 (6-94)，(6-95)， 所 以 存在 与 4 无 关 的 常数 
C, 使 得 


因此 ,我 们 有 

[ujme |e mee D1 Gs) | Os mse 
| <O (Almere t Elg) (6-97) 
其 中 常数 C RATU. 因为 满足 

— SCD) AG) =P (D uk) 
其 中 8(z) 由 等 式 (6-39) 给 出 ,由 推论 6-11 RDA. 
llm- OlP CD ls (6-98) 

mE, 由 等 式 (6-90)， 

Ig <Q Du) | + |S; D40) | (6-99) 
因为 5;C%) 是 次 数 二 m 一 7 的 多 项 式 ,由 引 理 6-14 和 不 等 式 (6-98), 
我 们 有 


| Vv | m+k <C| h| m—r+k (6-96) 


|S; (De) 2(0) | <29 DA] <C |A] mr 


<C’|P(D,)u (6-100) 
现在 车 把 (6-97) 到 (6-100) 结合 起 来 , 我 们 就 得 到 (6-81)， BA, 
(6-82) 是 一 特殊 情形 . 证 毕 . 


关于 不 等 式 (6--8) 我 们 想 做 一 个 重要 的 说 明 .，(6-81) 中 的 常 
数 C 连续 地 依赖 于 PC(z) 和 Q(z) 的 系数 。 连续 依赖 的 意思 就 是 : 
EPOQ OERE DR, 它们 的 系数 分 别 和 PCz) RQ) 
相应 的 系数 很 接近 ， 则 对 于 所 有 ueo, oo) NH"™**(O, œ), 
不 等 式 
| etl mex <O (||P (Dp) ule+ EI Du 0) (6-101) 
成 立 , 其 中 的 常数 CO 接近 于 C， 为 证 明 这 一 点 ,注意 到 
IPCD)u— PD ur elul ns 
以 及 o 
>| Q;(D,) uO) — Q;(D) uO) | <2 EOD 
—Q;(D;) ul|+<2e | ull m 
Hop e 是 相应 系数 差 的 最 大 值 ， 因 此 , 由 (6-81) ,我 们 有 
|e mx <O (|B (Dz) ul. +E | Q;CD;) u(0) |) +820 |x] mar 
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现在 , 若 e 充分 小 , 我 们 看 到 (6-101) 对 于 


~ O 
C 一 一 一- 
L—8eC 


是 成 立 的 ， 显 然 只 要 取 e 充分 小 , 可 僻 C 任意 接近 O, 


6-7 半空 间 中 的 估计 


本 节 我 们 想 得 出 对 于 半空 间 的 佑 计 ， 它 们 类 似 于 在 6-6 节 中 
得 到 的 关于 常 微分 方程 的 那 种 估计 ， 我 们 的 第 一 个 结果 是 
定理 6-15 ik P(E, DEMKER, T" 的 系数 等 于 1. 假定 
(a) 对 于 "中 每 个 6 天 0, UK PE, NELE r 个 有 正 虚 部 的 
根 lE), e 7T(6)( 重 根 要 计算 重 数 ) 而 没有 实 根 . 

BAC, e), e QE, TFET Homi, oo, my 次 齐 次 多 项 式 ， 
mM 各 小 于 m, 假定 
(对 于 Ze" 中 每 个 6 天 0 多 项 式 QE, v) FEM P(E, 7 线性 无 关 
的 , 其 中 

P(E, t) = (r= rlé) ) e (rt—7(€)) (6-102) 

则 对 于 每 个 整数 k>, 存在 常数 CO, 使 得 


ntk oa ; 
S Jerr- | "| Dtoé, 1) [Pat 


f=0 
k ”> . 
<o (Sel DIPE, DYvE, t) [Pat 
=0 
+SEE, DooG 07) (6-108) 
zi 


TIA E 固定 时 属于 O”, œ) N Hro, 00) fy Ei Re 
o(€,t) BOSE. WA O ASHRAF EE v, 

EA ”对 于 每 个 满足 E= EEE", 存在 一 个 依赖 于 《的 常数 
C=C; 使得 


SS DRE, a) eao, > f DPE, DARE, 2) [dA 
+ÈIGE, DAAE, 0)|*) (6-104) 
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对 于 所 有 具有 下 列 性 质 的 函数 有 成 立 ， 即 对 于 每 个 E4O, AE, t) 
ECO™TO, co] NH™**(0, œ), SFA C 不 依赖 于 (定理 6-12), 
此 外 ,常数 C 连续 地 依赖 于 &( 见 6-6 TR). AAR |E|=1 
E" 中 是 紧 的 , 所 以 人 存在 一 个 不 依赖 于 上 的 常数 0O, 使 得 (6-104) 对 
于 所 有 的 疡 和 使 JEL =1 RERS. 现在 ， 若 对 于 每 个 #0, M 
Bev(E, A) 属于 OO, œ] NH™** (0, œ), W A žr AE N= 
v(E, A/IE th gFO"*LO, co] NH™*(O, cc), FRA (6-104), 

对 于 我们 有 
na ENE 
>I, Div (é, TET) dÀ 
<o (Bj | Dip(—- =p P 小 (人 Ter) dà 
+5 (Er Di) oE, o|) 
阁 我 们 作 变 量 替换 t= 和 /15|, 这 就 给 出 了 (6-103)， WE. 
MERKE PE, DAM GE, 7) 是 齐 次 的 这 一 限制 . 
E 6-16 HPCE, DAMAGE, T), e, OE, 7) 是 多 项 式 ， 上 其 主 
部 满足 定理 6-15 的 假设 . MRP RAS, FER KMS 
PE, t), GE, T) k 的 常数 0C, 使 得 


?二 大 


2 epo | De, © pa 


<o (X E” DPE, DoE, Da 
PIJEJO CE, Dio, 0) 1 


+ fel a f olg, t) 2t) (6-105) 
对 于 所 有 的 函数 o Ra, 其 中 的 2 使 得 对 于 每 个 国定 的 &, oE, D 
B J Or” {0, o0] N H”+* (0, œœ), 
六 证 轨 这 个 定理 时 我 们 将 利用 下 列 引 理 
引 理 6-17 不 等 式 
eE, 13<<2 > gja | Div(é, 四 2 (6-103) 
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对 于 所 有 的 ASO 和 所 有 的 函数 o RE HPE, DATA 
i £, 属于 07[0, co] N H CO, ©), 
证 明 Pom, MF AA EEAO, 函数 
BED = o(€, t/ ED WEP Be, AJE, 由 引 理 6-14, 
RE, EID PS2 X | DAE, D [Par 
阁 做 变换 3/18|, 我 们 就 得 到 不 等 式 (6-106). 
引 理 6-18 XF k>0, KER 
SEs ID Dt S é | Dr, Dar 

| (6-107) 
对 于 所 有 的 10 和 所 有 具 如 下 性 质 的 "成 立 ， ARE, 有 
v(€, AF LO, co] N H*(0, o), 
证 明 由 引 理 6-17 


k 


Del Ding, [<2 Bgl" 1D, la 
+23) jeje DE, 1) [Mae 


k+l ee 
<4 $ JE | (DE, 1) |*de 
j=0 0 


这 就 是 所 要 的 不 等 式 , | 
引 理 6-19 4 u(t) ELA(—co, co) 在 (一 co，co) 中 具有 直到 二 阶 
的 连续 导数 , 并 且 这 些 导数 都 属于 I2( 一 co, co), 则 


| | Dyu(t) bd] uD udt (6-108) 
因此 , 对 每 个 e>0, 
| pas) patss | | Diu(t) Part f ult) 2 
(6-109) 
证 明 对 于 R>0, 
R _ R _ 
| Du Dudt-= f uDudi—iu(R) Da 
—R R 
+iu(— R) D;u(— R) © (6-110) 
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因为 w 及 其 直到 二 阶 的 导数 都 属于 (一 oo,， œ), WU Roo 
时 , 我 们 有 


{su P Dace) [2+ Diu) (at-»0 


由 《6-89) ， 我 们 知道 当 Roo If w(R)>0 Al Daw(R)->0, 类似 
地 ， 当 Roo ff u(—R)>0 和 Daw( 一 及 ) 一 0， MERDEER 
(6-110) ik Roo, 我 们 就 得 到 等 式 (6-108) ， 不 等 式 (6-109) 只 
是 一 个 简单 的 推论 . 
5138 6-20 存在 常数 五 ,使 得 对 于 每 个 GE 及 ?(0, cc) fil e>0, 
MEZO Pdt<e |" | Des (t) | *dé-+-— Kf [u (t) |°dt 
(6-111) 
成 立 . | 
证 明 因为 根据 定义 , SO, co) 在 700, co) 中 稠密 ,所 以 只 要 对 
uGS(0, co) HERA A (6-111) HBT. S$ 
v(t) =wu{t), t>0 
= 6u(—t) —8u(— 24) +3u(—8t), t<0 (6-112) 
由 此 立即 得 到 在 (一 co，co) 中 "的 有 直到 二 阶 的 连续 导数 并 且 这 
些 导数 都 属于 (一 oo, oo) 而且 ,存在 一 个 不 依赖 的 常数 C， 
使 得 
| | Dw) | *dt< [Dia "dt, k=0, 1,2 (6-118) 
因此 ,由 引 理 6-19, 
| Datt) | a<| | Div (t) | 2d 


<o T Fi Div (t) pate SE |” lo Œ | di 


<e | | Dult) ot {CFD f" |u (t) [Pat 
这 就 给 出 了 (6-11D， 证 毕 . 
引 理 6-21 对 于 每 个 s>0 和 每 个 整数 kel, 存在 常数 及， 使 得 
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Sept [" Die, D Parce $ je [| Div, © at 


HEET f "log, [de GNA) 


对 于 所 有 具有 下 列 性 质 的 2 RE: 对 每 个 固定 的 6, OE, DRF 
H*(0, =). 


证 明 由 引 理 6-20, 对 于 任何 j>, 
| IDRE, D [dixe | (DEWE, 1) [Pat 
+E [| prw, i Pa 
成 立 , 其 中 常数 K 不 依赖 于 j e € ho, K 
> jéj ("| Diog, D [eat 
<e $ lei? |" (DHE, i) la 
+E S jeje [DoE t) at 
=e X) Jé» || Div, t) [Pat 
+E S epa | DiE, i) dt (6-115) 


j 


因为 Ts<ele| 十 
我 们 还 有 
El lo, D [Par<e |” (0E, D la 


1 
4|¢|*e 


+ HEI |" lo, © [Pat (6-116) 
把 (6-115) 和 (6-116) 结 合 起 来 , 我 们 有 
SI él "Ding, 1) Pat 
<e D E | Div, t) [Pat 
FEES jeje f Dio, Pld (6-117) 
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现在 我 们 可 以 用 归纳 法 来 证 明 (6-114) 了 , 对 于 k=1, (6-114) B 
然 成 立 ， 假 定 对 于 £m，(6-114) 成 立 ， 则 由 不 等 式 (6-117) 


< -aja | | ny 9 
Del Dio, 0 [2a 
nee 1 o 
<e DJE” | | Ding, la 
Ky, Wt _9j4 co Di 3 
十 -一 一 之 |€| | Div €, t) |*dé 
E j=0 0 
m+ oo 
<s 3) > jej f 1 Din (é, t) |e 


Hae Sele f |Div(€, © | dt 
+Ka( aer) elm “og, t) ède ) 


这 里 我 们 已 经 用 了 归纳 假设 ， 这 就 给 出 
De 


<2e S$) E|» |" | Dio, #) Pas 


+ Kem] g | -ama |” lo (E, t) [dé 
因此 对 于 =m 十 1, (6-114) Rar. 这 就 完成 了 归纳 法 证 明 ， 
现在 我 们 来 证 明定 理 6-16, 
定理 6-16 的 证 明 plé, r), alé, 7), +, OE, 7 分别 是 多 
项 式 PE, T), QE, T), ne., Q, CE, T) AER. 由 定理 6-15, 存在 
常数 O, 俩 得 


H+ 


Sele" f" | Dio, 0 [at 
<o ($ jé» | "| Dip, Do, Hlat 


FDEP AGE, Dol, |") (6-118) 
BA PS, 1) 一 p(6, OEKE <mn 的 多 项 式 ,我 们 有 
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> lel [1 DILPE, D)-pE, DIG, D [Pat 


<O "SY" yg] sm- | [Div (E, t) [3dt (6-119) 
4=0 


因为 WE, -GE 2) MYR <m, HIM 6-18, 我 们 有 
jE | m—m™-27 0, CE, Da) — q; LE, Dv, 0) |? 


nt;— i , i 
<0 $ [€|%™-9-3| Div(€, 0) |? 
j=0 


<o S jelo |"| Div, #) |Pat (6-120) 


j 


而 且 , 由 引 理 6-31， 对 每 个 e>0， 
m+-k—1 co 
Zt lel? | “| Div, t) Pat 
<e 5) jela- | "| Dto(E, a) [Pat 
+Kem*|é\-*("Jo(é, Dat (6-321) 
如 果 我 们 把 不 等 式 (6-113) 到 (6-121) 结 合 起 来 并 取 s 充分 小 ， 我 
们 就 得 到 所 要 的 不 等 式 (6-105) ， 这 就 完成 了 证 明 . 
本 节 中 的 某 些 结 果 可 以 方便 地 用 半空 间 2 上 的 范 数 表示 出 
来 ， 为 此 ,我们 引入 下 列 范 数 族 , 它们 与 5-2 和 5-4 节 中 所 采用 的 
范 数 相 类 似 ， 对 于 非 负 整数 k Tes, 和 o>0, 我 们 令 
Clue h Slél Di Ful, a) dE (6-122) 
和 i 
ll = |" Cule at (6-123) 
利用 这 种 范 数 , 我们 有 
定理 6-22 在 定理 6-15 的 候 设 下 ， 
Jef mies <O (| PD) ul t XQ CD) ul hirisa 
(6-124) 
对 于 所 有 的 uE TT" (O) 成 立 ,其 中 O 是 (6-103) 中 的 常数 . 
证 明 从 空间 HUO) 的 定义 ( 见 5-2 节 ) 我 们 知道 只 要 对 
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UE S(O) ER C14) RET. 我 们 只 要 在 (6-103) 两 边 乘 以 El”, 
并 在 Er" 上 对 积分 ， 现 在， 从 2-8 节 的 等 式 (2-22) 立 即 得 到 所 
要 结果 . 

定理 6-28 在 定理 6-16 的 假设 下 ， 


[vlna <O (|P Dulk + X| QDU srs- 
+ Julo,s) (6-125) 


MT Ar AY u E H+ C(O) R, Hert O 是 (6-105) 中 的 常数 ， 
证 明 JA OE |?" SELL 6-105) SEXY € 积分 . 
定理 6-24 对 于 整数 >0 和 实数 8， 
Jee et 2 vs t20, ue ET (6-126) 
证 明 从 引 理 6-18 立 即 得 到 这 个 结论 . 
定理 6-25 对 于 每 个 整数 ASL 存在 常数 下 ， 使 得 对 于 所 有 的 
s>0, 实数 s 和 uwEH™s 
|e |x-1,e elvlr,st Ke | elo, (6-127) 
成 立 . 
证 明 应 用 引 理 6-21, 
我 们 还 可 以 应 用 由 5-2 节 等 式 (5-13) 给 出 的 范 数 jxjzs。 为 
了 把 它们 应 用 到 定义 在 2 土 的 函数 上 去 , 在 (5-13) 中 我 们 必须 取 
b=, 因此 ,在 现在 这 种 情况 下 ， 


Julza~ | aE [D + EDID] DiFuG, t) |*de 


(6-128) 
注意 它 和 等 式 (6-123) 之 间 的 差别 ， 显 然 ,我 们 有 
luly ss lulz s=>0 (6-129) 
我 们 还 有 
lules <C (lulo st lulk, s, s>0 (6-130) 


其 中 常数 C 只 依赖 于 石和 8。 ( 见 2-4 节 不 等 式 (2-45)) 由 (6-125) 
和 (6-130), 我 们 有 
定理 6-26 24 s>0， 在 定理 6-16 的 假设 下 ,对 于 所 有 的 uE 
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Hth,s (0) : 
HMI mee SOCP Dula, 8 


211 @; (D) | E uprts-m -124 |rlo,s) (6-131) 


6-8 半空 间 中 的 存在 性 


现在 我 们 应 用 在 6-7 节 中 得 到 的 不 等 式 来 在 半空 间 1=0 中 
证 明 | 
P(D)u(a, H=fla, t), t>0 (6-132) 
Q; (Duca, 0) =g; le), IKjxr (6-133) 
的 解 的 存在 性 ， 我们 将 证 明 
定理 6-27 设 PLD) 和 Q;(D) 满 足 定理 6-15 的 假设 ， 设 2 表示 
半空 间 t>, KE ESEO, BITA kM u, DDE 
LPO). BERA gE CoE"), HITED u, Deg e L?CH*), 则 
存在 唯一 的 函数 wEC”(2)， 满 中 方程 (5-132)，(6-133)， 并 使 对 
于 每 个 和 u, DiD ELO). 
在 证 明 这 个 定理 时 我 们 将 用 到 儿 个 引 理 ， 
引 理 6-28 vw) CO” ( A") NL? (ESYA Foc DAB"), W 
F(D*v) =€" Fv (6-134) 
证 明 WF ee CeCe), 由 2-3 4M Sst (2-22), RNA 
(D'v, p) = (w, Dip) = (fa, &* Fo) = (Fo Fe], p) 
Hy, Hy 4-6 AS] BH 4-17 
D“v =F E“Fv] 
两 边 求 Fourier 变换 ,我 们 得 到 等 式 46-134) . 

我 们 再 次 利用 出 (6-128) 式 给 出 的 范 数 [ules (A 5-2 节 ). 
引 理 6-29 Av, t) W Dwl, t) RET OQ), Ae rat 
s>(n+1)/2, |vji.<oo, M o Æ EWER KZ, H 

lub Jol <Ololas 
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Fe BC 不 依赖 于 v, 
证 明 遵循 2-3 节 不 等 式 (2-34) 的 证 明 , RNA 


Jo(a, DIKO [A+ JED YEAH |g)" | Fo fade 
因此 | 
ow, D pxo [+ lepa [1+] E || Fo] 
而 且 , 由 引 理 6-17, | . 
| Fol2<2 St Epro |. | DiFu|*dt 
把 上 两 个 不 等 式 结合 起 来 , 我 们 得 到 
joe, Dh<0 S S | a+ ED] Diro] ’dt dg 


这 就 给 出 了 引 理 ， 

引 理 6-30 Hk, m 是 整数 ,而 s 是 实数 ， 它 们 满足 k>m>0 和 
s—m>(n+1)/2, WE uC), 并 且 在 CO"(2) 中 存在 函数 序 
列 {vj}, WEI oles <O HAL LO p vou, 则 uco”) 
县 对 || +m, DiDiue LO., — 

证 明 Be M EEI wle s< 的 函数 w EO” 2) 之 集 的 完备 化 . 
BA, M 是 Wilbert 空间 并 且 fo} Æ 到 中 的 有 界 序列 ， 因 此 ,由 
Banach-Saks 5] 38 (1-5 节 定 理 1-9) {wv} 有 一 个 子 序列 , 其 算术 平 
Hwe 中 收敛， 它们 也 在 LO PAE u. H3 6-29, 
对 于 [u| +i<m, 

lub} DiDi lwy w| <O | wj— wlk, s 


因此 , ww 的 所 有 直到 m 阶 的 导数 在 O E-S. 因为 是 wi 

在 [3(9) 中 的 极限 ,ww 一 定 也 是 w 的 一 致 极 限 . 因此 ,wxE 0" (0), 

并 且 必 的 直到 m 阶 的 导数 都 是 w 的 相应 的 导数 的 一 致 极限 。 A 

为 wi 的 这 些 导数 也 在 I3(8) 中 收 伍 ,因此 的 相应 的 导数 一 定 是 

它们 的 极限 , 从 而 一 定 属于 LO. ARER TEHA. 
现在 我 们 可 以 给 出 

定理 6-27 的 证 明 由 定理 6-8, 对 于 E 中 每 个 上 & 关 0， 存 在 函数 
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ACE, t) ES (0, 00), HE 
P(E, DOA, D=FSE, D, t>0 (6-135) 
QE, DAE, 0) = Fgi(6), I<jgsr (6-136) 
(注意 到 对 于 每 个 FFES(0, oo))， 由 定理 6-15， 对 于 每 个 
£ 之 0 存在 常数 OC, 使 得 对 于 所 有 的 《和 & 


[elm {DIACE, Da 
j=0 
<o (DHE?) LDPE Dla 
j=0 


+See] Fg CE) |?) (6-187) 


HA C 不 依赖 于 h, fR g. 根据 假定 对 于 每 个 j>0 和 k>0 
IEHDEFA(CE, 四 属于 (0), 而 对 于 每 个 1<j<7 和 《> 
EFORT LEN. Wit, 6-187) HR ENTES j> M 
k>0, |EV DhE, t) AT LO. 
对 于 每 个 >0, Ful, t) =F IRE, t), MuEe LO), 又 根 
据 我 们 刚才 证 明 的 事实 , 对 于 每 个 和 s 有 lulen <0. Bede Æ 
在 2-2 节 中 定义 的 E 上 的 光滑 化 算 子 . RMB a 
1. 对 每 个 e>0, Juca). 
2. 4 6—0 时 在 L (O) 中 Jau, 
3. 对 每 个 和 s, [Jeu]rs lules _ 
从 这 些 命题 和 引 理 6-30 立即 得 到 vEC”(O) 并 且 对 于 每 个 人 和 
D2Drwu€L2(Q)， 如 果 现 在 我 们 把 逆 Fourier 变换 作用 到 等 式 
(6-135) 和 (6-136) 上 去 , 由 于 引 理 6-28, 我 们 就 得 到 等 式 46-132)， 
(6-133)， 因 此 ,ulw, ORI PSEA. 因为 4Cé, +) = Fu 满足 便 
(6-103) 成 立 的 条 件 ,所 以 从 定理 6-15 立即 得 到 唯一 性 . 
因此 , 和 列 下 只 要 去 验证 命题 1-3， 首 先 注意 到 


Jale, i) = ||j (oDe hE, Da dy 


因为 被 积 函数 关于 v, t 的 所 有 的 导数 都 是 绝对 可 积 的 ， 因 此 我 们 
就 可 以 在 积分 号 下 求 微分 ( 愿 求 多 少 次 就 可 以 求 多 少 次 )。 因 此 命 
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题 工 是 对 的 . 在 证 明 2 的 时 候 . RINE Bal 
F(J,u) =F4j.Fu (6-138) 
为 证 明 这 点 , 设 P(E) HE CP CE) 中 的 任 一 函数 ， 对 于 固定 记 由 第 
二 章 的 等 式 (2-24) 和 (2-62)， 我 们 有 
(FLJ.u], p=(u, VOD) 一 (OoO]) 
= (F jFu, p) 
(这 里 的 内 积 是 A 中 的 内 积 ). 因为 对 于 每 个 9E0O8(B") 这 
是 对 的 ,我 们 得 到 等 式 (6-138) ， 现 在 由 2-5 节 的 42-65)， 


[Fj 1| =| flet —1]j@)de| <el] | el j@de 
因此 , H st (6-188), 
[Jou] 8,0 ||| Ful | Fj 1 26 a 
G 


<e? (flelj@dz) | 


因为 ElL, DRT LO, 由 Parseval 等 式 这 就 蕴含 着 2， 最 
后 ,我 们 注意 到 , 由 2-5 节 等 式 (2-62) 和 等 式 (6-188)， 

[E (Ju) |<| Ful 
这 就 立即 给 出 3. 证 毕 . 


6-9 — # 4 R 


因为 我 们 已 经 在 定理 6-15 的 假设 下 证 明了 方程 (6-132)， 
(6-133) 的 解 的 存在 和 唯一 性 ,所 以 我 们 应 该 来 决定 那 一 类 算 子 满 
足 这 些 假设 ， 为 此 我 们 首先 注意 到 满足 定理 6-15 的 假设 的 齐 次 
算 子 P(D) 一 定 是 椭圆 算 子 ， 因 为 , BEE 如 是 实 的 并 且 是 

P(E, 7) =0 (6-139) 
的 一 个 解 ， 若 $=0, 则 PE, 7) =7”， 因 此 7 也 一 定 等 于 零 ， 车 
E 头 0， 则 由 定理 6-15 的 (a)， 对 于 实 的 7, 等 式 (6-139) 不 可 能 成 
立 ， 因 此 等 式 (6-189) 的 仅 有 的 实 解 是 =0 和 7=0. 
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我 们 还 要 指出 
定理 6-31 n>, M Wt EMEA PODER 
m Bri, SPE r= m/2 满足 定 还 6-15 的 条 件 (a) ,而 对 于 比 r= 
m/2 SAMBA FET LE RTE (a). 
证 明 Be EU RE Ede, 如果 《的 分 量 只 有 ~- 个 不 等 
FA, pilin, č 0, E09= =€,=0, > | 
EM == (shy, MV (1-8) £1, 0, ++, 0) 
AGE WS} Be BDL ES NET SE, Ainé 0, E0, WS 
ES = ([s+ vV (15s ]E s€a, ++3En) 
在 这 两 种 情形 中 ,《'” 都 是 8 的 连续 函数 并 且 在 区 间 一 1<s<1 E 
不 等于零. WH. 
EM = —E, 5 一 此 (6-140) 
因为 
PS, 7) 一 0 (6-141) 
在 这 个 区 闻 中 不 可 能 有 实 根 ， 并 且 这 些 根 都 连续 依赖 于 56522044 
节 引 理 4-14)， 在 —I<s<l 上 方程 (6-141) 的 县 有 正 虚 部 的 要 的 
个 数 ( 根 的 重 数 计算 在 内 ) 是 不 变 的 ， 因 为 
P(—§, —7) =(-1)"P, 7) 
P(—€, t) =0 (6-142) 
的 根 正好 是 方程 (6-189) 的 根 的 负数 . 因此 ，(6-189) 的 具有 负 虚 
部 的 根 的 个 数 等 于 方程 (6-142) 的 具有 正 虚 部 的 根 的 个 数 . 但是， 
根据 等 式 (6-140) , Fy Fit (6-139) 和 (6-142) 的 具有 正 虚 部 的 根 的 个 
数 是 相同 的 ， 国 此 (6-189) 的 具有 有 正 虚 部 的 根 的 个 数 等 于 具有 负 
患部 的 根 的 个 数 ， 因 为 (6-189) 一 共有 有 公 个 根 并 且 没 有 实 根 , 因此 
具有 正 虚 部 的 根 的 个 数 必须 等 于 m/2， 因 此 ，m 一 定 是 偶数 而 
r=m/2, PORTER T WEH. | 
定理 6-31 属于 Lopatinski (1953), —PABIZES PCD), € 
是 偶数 阶 的 , 并 有 目 使 得 P(D) 的 主 部 p(€, t) ATEA EHO 正好 
有 一 半 根 在 实 轴 的 上 面 而 且 有 一 半 根 在 实 轴 的 下 面 , 这 样 的 P(D) 
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GT AB FE SACHA TS RBC BL SE J 
HHF. 


6-1 
6-2 
6-3 
6-4 


6-5 


6-6 


6-7 


6-8 
6-9 


J S 
推导 等 式 (6-11). 
证 朋 不 等 式 (6-24), 
证 明 由 等 式 (6-35) 给 出 的 u(t) FB SO, co) 并 且 满 足 方程 (6-36) 
证 朋 对 于 充分 靠近 to AY t, (6-45) 蕴 含 着 (6-46). 
假定 常数 gx 满足 等 式 (6-55). 证 明 由 等 式 (6-25)，(6-26) 定 义 的 函数 
w(t) 是 方程 (6-56), (6-57) 的 一 个 解 . 
证 明 方 程 (6-40), (6-59), (6-60) Ha iy Re (6-49), (6-50). 再 证 明 方 
程 (6-40), (6-49) , (6-50) za & 4a Fy Fe (6-59), (6-60), 
推导 等 式 46-64) . 
证 明 由 等 式 46-65) 给 出 的 函数 不 属于 LPC, o), 
从 等 式 (6-108) 推 导 不 等 式 46-109) . 


6-10 计算 不 等 式 (6-113) 中 的 常数 0, 由 此 计算 (6-111) 中 的 常数 KK, 
6-11 证 明 纯 椭 圆 性 的 定义 不 依赖 于 那 一 个 如 被 选 为 r( 即 ， 任 何 与 名 吕 一 


不 同 的 选择 给 出 同样 的 结果 )。 


6-12 证 明 不 等 式 46-130) 。 
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第 七 章 ”半空 间 中 的 边 值 
问题 CIE ARG Lb] AY) 


71 引 F 


在 6-8 节 的 定理 6-27 中 我 们 用 了 不 等 式 (6-137) 推 知 ， 方 程 
(6-135), (6-136) 的 解 ACS, 办 具有 以 下 性 质 ， 对 于 每 个 和 和 角 ， 
LEV DERCE t) ELO). HPD) Qs DEAK, 那么 我 们 只 
RE All FA (6-105) Fe 40 (6-103) (6-7 节 ). 这 就 给 出 了 带 有 附带 项 


IE] aome |” | h(E, t) | *dz 


的 (6-137)。 车 我 们 知道 AE, DAF LO), WARY M — PEA 
得 出 对 于 每 个 7 和， 有 EV DIRE, HELO). (ARES ALE 
的 进展 没有 给 我 们 决定 这 一 点 的 方法 .现在 我 们 给 出 丸 一 种 更 一 
般 的 方法 ， 

和 和 前面 的 做 法 一 样 , 首先 考虑 半 直 线 上 的 问题 是 方便 的 .我 
们 在 7-2，7-83 和 7-5 节 中 来 做 这 件 事 ， 在 7-6 和 -8 节 中 考虑 
半空 间 中 的 问题 .例子 在 7 一” 节 中 给 出 . 


7-2 在 半 直 线 上 的 估计 


我 们 将 证 明 一 个 比 6-6 节 中 的 不 等 式 (6-81) 更 为 一 般 的 不 等 
式 ， 设 P(x) 是 一 个 变量 的 加 次 多 项 式 , 卫 (z) 没 有 实 根 . 设 7 是 具 
有 正 虚 部 的 根 的 个 数 ( 重 根 个 数 计算 在 内 )， Hb, Boy oy Tm 
是 这 些 根 , 我 们 可 以 把 它们 排列 起 来 , 使 得 
Imt >0, 1<k<r (7-1) 
和 前 面 一 样 ,我们 令 
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Pi) = e~r) ++ er) (7-2) 
和 


P_() = ae (7-8) 


对 于 任何 次 数 <m 的 多 项 式 Q(z) ,我们 可 以 把 @(z)/P(z) 分 解 成 
部 分 分 式 ; 


Q(z) Q(z) @@) Ay. 
Pi) Ps) Pe) (7-4) 


这 里 @; COKA <r 而 @_ (的 次 数 <m—r, RHOCBAHT 
?个 这 样 的 多 项 式 @1(2),，…', Q(z)， 令 : 


(i) Wi (7) ; — 
aya | SEPP dr, 1i, jr (7-5) 
和 
-C Q-a) 7 
ORG 


jr xr Hermite 矩阵 A= (a) M B= (B). 我们 将 证 明 
定理 ?-1 假定 4 二 存在 并 且 假 定 存在 常数 Ki, 使 得 
BA“B<K,B (7-7) 
车 Be) JAE A 
R(t) |<O,|P(@)|, TEE (7-8) 
的 多 项 式 , 则 存在 只 依赖 于 C4 MEK 的 常数 0, 使 得 
| |RCD | edio | | P(D,)w|2dt-+ Dou ds], 


uES(0, 00) (7-9) 
Fh (a) =A=, 而 
U;=Q;(Dp)uO), 1<i<r (7-10) 
ARE (1-1) BR ET FG PL E U= (Ua, ++, Uy)， 
U* BA ABU <K.U* BU, 
Se FFE EPG BY fey YS E TAP HAR. ER TL 的 证 明 将 
在 7-3 节 中 给 出 . 
在 证 明定 理 全 | 的 时 候 , 我 们 将 利用 下 面 两 个 引 理 . 它们 将 
在 7-5 节 中 得 到 证 明 ， 
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ain 7-2 假定 wwES(0, oUR 


w(t) = ae ,0 


h(t) = | eri"™h(t) dt 
表示 在 型 上 的 Fourier 变换 ; 则 
Dw =7Tw +iu(0) 
类 似 地 , 若 2ES( 一 co, 0) 以 及 


| -{° 1>0 
IOIO, 120 


4 


由 
Dig = Tq 一 4v (0) 


引 理 7?-8 fw Ag 分别 由 式 子 (7-1) g (7-14) hh, WY 
wu (0) -1 lim | 40(TJCT 


v (0) =— L lim af g(a) ae 


当 不 会 产生 混淆 时 ， 有 时 伐 我 们 将 用 
MESS 2 | 
这 种 积分 是 在 Oauchy 主 值 意义 下 的 积分 . 
这 些 引 理 有 如 下 推论 . 
推论 ?-4 在 引 理 7-2 的 假设 下 


~ ~ k—1 o 
Diw=r"w+i Zr’ Diu (0), k=l, 2, 0% 
i= 


和 


— ， ~ k-1 oo, 
Dig=vg—t X Div (0), k= 1, 2, e 
j=0 


证 明 利用 引 理 7-2 J k MAAR. 


推论 7-5 在 同样 的 假设 下 ,车 卫 (%) 是 一 个 % 次 多 项 
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(7-11) 


(7-12) 
(7-13) 
(7-14) 


(7-15) 


(7-16) 


(7-17) 


(7-18) 


(7-19) 


P (Dò 9 =P (x) g+T(r) (7-20) 
这 里 人 (和 了 as(z) 是 次 数 二 mr 的 多 项 式 ， 
证 上 明 利用 推论 7-4, 
推论 ?-6 假定 wE€S(0, œ), ve S(—co, 0), FH 
Diu(0) = Div(0), Oxk<m (7-21) 


A 


h(i) =e t>0 
v(t), 1<0 
若 忆 (是 一 个 次 数 <m 的 多 项 式 , 则 
PODNh= Ph (7-23) 
证 明 注意 到 ,根据 推论 7-4 和 等 式 (7-21), MP kx 有 
D'h = D'w+ Dg=" (w+ g) = ath 
SOCAL Ay HH Sp K-28) . 
推论 ?-? 车 7<k, 而 是 由 式 子 (7-11) 给 出 , 则 


v Diw— r" Diw = Si gith—n-1 Th (0) (7-24) 
n=jń 
证 明 ”利用 等 式 (7-17)， 
推论 7?-8 设 


P@)= Sat, RO= Dow 
是 次 数 <m 的 多 项 式 ， Hw 由 式 子 (7-11) 给 出 , 则 

Qe) PCD) w— Pa) QD w 
A <n I BW, oO BMS F ian Du — 
ib, P (Du), 
证 明 利用 推论 7-7. 
推论 ?9 设 PG) 是 一 个 7 次 多 项 式 , 它 的 全 部 根 都 包含 在 半 平 
面 Imz 二 0 中， 又 设 Q(z) 是 一 次 数 <r 的 多 项 式 ， 若 由 等 式 
C7-1D) 给 出 , 则 


| ” Q(t) 
-= L’ (T) 
ayy, E 了 G2) 的 根 包 仿 在 Imz>>0 中， 则 对 于 由 式 子 (7-14) 给 
出 的 g, 三 


a 
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全 LO BBG PCD) gdr = 2xQ(D,) 2 (0) (7~26) 


P(t) 
证 明 因为 P(z) 的 根 都 县 有 人 负 炭 部 , 由 围 路 积分 
R zdr = Rk gito; Red 7 
| .3 P(t) -| P(Re®) (7-27) 


aot 当 Roo 时, 4 k= r— 1 if 


—>0 W R> ht, 4O0<k<r—-1hf 
Hh a, EPO fe WAR. 并且 由 推论 7-8， 等 式 (7-25) 的 左 
边 等 于 
| 了 CT + QD wdr 
其 中 T 了 (2) 是 次 数 <r 的 多 项 式 , IFA :的 系数 是 ia:Q (DUCO), 
从 C7-27) 和 下 理 7-3 就 推出 恒等式 (7-25)， 等 式 (7-26) 的 证 明 是 
类 似 的 . 


7-3 定理 7-1 的 证 明 


现在 我 们 在 引 理 7-2 和 7-3 及 其 推论 的 基础 上 给 出 定理 7-1 
的 证 明 、 这 两 个 引 理 将 在 7-5 节 中 证 明 . 
HE u(t) Æ S(O, 00) 中 的 任 一 函数 ,我 们 可 求 出 一 函数 v(t) E 
S( 一 co, 0), 使 得 
PDIPOD) v@ =0, t<0 (7-28) 
Dio (0) = Diu(O), O<k<m (7-29) 
注意 到 PL OPOREM RAA AER. 因此， 根据 6-2 节 的 
定理 6-1( 或 更 确切 地 说 ,根据 半 直 线 1 二 0 上 的 相应 的 定理 ) ,方程 
(7-28), (7-29) 的 解 存在 ， 设 w, g MAAR (7-11), (7-14) 
和 (7-22) 分 别 定 义 的 ， 因 此 
h=wtg (7-80) 
于 是 , 由 等 式 (7-20) 
PDIPCDDI= PPCD) g-T e) 
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其 中 全 (是 一 个 次 数 <r 的 多 项 式 ， 因 此 , 由 方程 (7-28) ， 


a= Py 9- py (7-31) 


其 次 , 我们 注意 到 多 项 式 Q) 是 线性 无 关 的 .因为 , REARS 
为 零 的 常数 Yo yr, 使 得 
SOs. =0 

由 此 应 推出 

S ausys~0, 1xt<r 
SEM 4 是 非 奇 异 的 这 一 事实 相 了 矛盾. 因为 多 项 式 Q) 是 线性 
无 关 的 , 并 且 其 次 数 <r, 而 且 有 7 个 这 样 的 多 项 式 , 所 以 它们 构 
成 了 由 所 有 次 数 <r 的 多 项 式 所 组 成 的 向 景 空间 的 一 组 基 ( 昂 
3-3 节 ) PG, 存在 常数 Ae 使 得 

T (2) = > Meas (2) 
因此 

| Gd Dash, 1<j<r (7-32) 
为 一 方面 , 我 们 注意 到 , 由 等 式 (7-26) 
| Si Gd =|" Qi PDAP CD, g de 


P4 
= 2xQ; (Di) P_(D,)0(0) =F, 
I<j<r (7-88) 
FAY, 
n=} “iV; 1<i<r (7-84) 
=i 
作为 推论 , 我 们 有 
| Gl- War= X aI ,-V*AV 
一 oo 一 co + j=] 
(7-35) 
其 中 六 是 分 量 为 V; 的 询问 量 . 


因为 P() 没 有 实 根 而 -的 次 数 小 于 史 一 7, 所 以 函数 凶 -/P- 


sd71e 


属于 Ze( 一 co, co)， 由 所 有 的 形 为 

> 
的 函数 构成 的 子 空间 是 有 限 绽 的 (3-3 节 引 理 3-8). 所 以 是 闭 子 
空间 ( 见 ?-4 节 )、 因 此 LC oo, coo) 中 的 任 一 元 举 可 以 表 为 两 个 
元 这 之 和 ， 其 一 包含 在 该 子 空间 中 而 另 一 个 与 该 子 空间 正 交 (1-5 
节 定 理 1-3)。 &W= PD) w, N 


W=5 y ly (7-86) 
其 中 
| i Badr ~0, 1<j<r (7-87) 
因此 
[IWS Bdr $ Bayar By (1-38) 
Hh y 是 分 量 为 y 的 列 向 量 . 再 注意 ,由 等 式 (7-36) 和 (7-37)， 
[SEW dr = $ Bavo 1<j<r (7-89) 
男 一 方面 , HEN (7-25), 
Qi- W dr -| Li PDP, Dvdr 
= 20Q;. (D) P+ (D) u0) =F;, 


T<7<7 (7-40) 

比较 一 下 这 些 恒 等 式 就 证 明了 
By=Y (7-41) 
其 中 了 是 分 量 为 了 ; 的 列 向 量 。 由 等 式 (7- 和 和 (7-29)， 我 们 看 出 
Vjt¥j=20Q;(D) uO) =U; 1<j<r (7-42) 


设 林 表示 分 量 为 U; 的 列 向 量 ， 
现在 我 们 把 分 散 的 线索 联系 起 来 .由 等 式 (7-35) ,有 
[lla = -¥)"A4tU-¥) 
<2U*AU +2F*4Y (7-43) 


而 且 由 (7-41)， (7-7) 和 (7-38), 有 
YA yy BABy<EKEyBy< Kf Wl (7-44) 
H SEIR (7-30) , 有 
| PDShPde<2 |" |W ar+2 |" Qld (7-45) 


由 等 式 (7-29) AI HE YE 7-6, 有 
| P(D)h=P@Mh, RODJ)h=R(ayh 
因此 , H (7-8) 和 Parseval 恒等式 (2-24) ,有 


F RDua f | R(Dy RA 


= 20 | IR(A] CA | P(r) h | de 


=C F POD de (7-46) 
最 后 , 我 们 指出 由 Parseval 恒等式 , 有 
| |W | =25 | | P (Dy) ulsat (7-47) 
现在 我 们 若 把 (7-43) 到 (7-47) 结合 起 来 , 就 得 到 (7-9)， 注 意 到 所 
FIREA RKT O 和 Ka. 证 毕 . 


7-4 Hermite 算 子 和 和 矩阵 


it H 是 一 ( 复 ) Hilbert 空间 ， 又 设 4 是 在 A 上 处 处 有 定义 
的 一 个 有 界 算 子 ( 即 , 4 把 互 映 入 五 自身 ) 2-1). 
(u, Av) = (Au,v), uve H (7-48) 
我 们 就 把 4 叫做 Hermite 算 子 .这 时 ,对 于 任何 EH, (Au, u) 
ei 因为 (Aw, WAAI (u, Au), 并 且 由 等 式 (7-48)， 
FT u, u). 容易 验证 , A Au, 志 永 远 是 实 的 , WAT AR 
a 算 子 . 
对 于 Hermite 算 子 4，B, 我 们 用 
AxB (7-49) 
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FIR | 
(Au, u)< (Bu, u), EH (7-50) 
因为 只 有 当 A A B Æ Hermite 算 子 时 (7-50) 才 有 意义 ， 因 此 不 
论 何 时 用 到 形 为 (7-49) 的 表达 式 时 都 假定 4，B 是 Hermite 算 
F. 我 们 注意 到 
5138 7-10 FASO, 则 对 于 所 有 的 2€H， i 

| (Au, v) ]?< (Au, u) (Av, v) (7-51) 


(Alutv], u+v)<2(Au, u) +2(4v, v) (7-52) 
证 明 S alu, v) = (Au, v), a(u)=(Au, u) 
alu, v) =a(v, u) (7-53) 


a(utv) =a l) +alu, v) talv, u) +a) (7-54) 
因此 
a(u+v) +alu—v)=2a lu) +2alv) (7-55) 
这 就 证 明了 (7-52) .为 证 明 (7-5D), Hu, v Æ H AA alu, o) 
是 实 的 任何 元 素 ， 由 等 式 (7-53) 和 (7-54)， 
4a(u, v) =a(ut v) —a(u—v) 
因此 由 等 式 (7-55) 得 
4la(u, v)|<a(u+v) +a(u—v) =2a(u) +2a(v) 
因此 对 于 任何 实数 a 
2latu, v)|<a(au) +a (v/a) =a lu) +aa(v) 
# alu) =0, WS aco, 这 就 证 明了 a(u, v) =0 3X AY (7-51) 成立， 
类 似 地 , 若 atv) =0, WW a>0, 这 就 再 次 证 明了 4%(w,2) =0 这 时 
(7-51) 也 成 立 . atu), aw) RETE, > at=a(v)/atu). 这 
又 给 出 了 (7-51) . 
现 设 u, v 是 任意 的 .车 olw, 不 是 实 的 , 则 对 某 个 实 的 6 
alu, 0 一 ec v) | 
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因此 , a (etu, v) SCA, 因此 由 刚才 证 明了 的 结论 
|a(e eu, v) |? <a (eua lw) 
这 就 给 出 了 (7-51). 证 毕 . 
现在 设 A 的 维 数 为 不 天 ce ( 见 3-3 节 )。 事实 上 , RIAH 
是 由 形 为 l 


£i 一 
| “3 (7-56) 
P 


的 列 向 量 组 成 的 空间 , 在 该 空间 中 具有 通常 的 加 法 , 乘 以 标量 和 内 
积 的 定义 ， 我 们 令 


1 0 0 
61 = : am : F » 8NF 0 
0 -0 1 
5 le, e) =r, 1<j, bh<N 
因此 若 是 由 式 子 47-56) 给 出 的 , 则 
v= >) 2,6; 
ts y= Yi 
则 (a, y) => sys 
若 我 们 定义 行 回 量 为 
y= [ys, Yo, we", yn 
则 由 通常 的 抢 阵 乘法 规则 
y"a=(@, y). 


Jeph Hh, A tt H 上 的 线性 算 子 ,我 们 有 
dz 一 AS Cy, AC, 
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因为 e 张 成 H, 我 们 知道 存在 系数 ap, (EB 
Ae, -> 5385, 1<k<N 
因此 
4z= 人 ante) | (5-57) 
j=1 \ k=1 
我 们 可 以 把 4 AGB 
CIIL OAIN 
A= (ax) -| : | 
AN1 ONN 


看 成 是 一 样 的 .和 质 阵 的 乘法 表明 Aw 是 列 问 量 
4101 + TINTN 
Agz=| : i 


KEETA). 和 若 


Oniytere FONNEN 


y*Ax= (Ay) *z, «,yCH (7-58) 
则 我 们 把 矩阵 4 称 为 Hermite 矩阵 , 
因为 (Ay) "a= S( > ass 


因此 这 和 说 
ig = Ons, 1<9,k<N 
Æ— FEW. 对 于 Hermite ERE, 当 我 们 的 意思 是 想 说 
和 4z<2 Be, EH 
时 ,我 们 再 次 记 作 ASB, 当然 ， 对 于 一 般 的 Hilbert 空间 中 是 对 
的 那些 结论 , 对 于 现在 这 种 特殊 的 A 当然 也 是 对 的 . 特别， 我 们 
有 
Iy Aa |P< (a Ax) (y* Ay) 
wH. (aty)"A(ety) <22*Av+ 2y* Ay 
若 系 数 行 列 式 deta) 不 等 于 零 ， 则 从 线性 方程 组 的 理论 知 
Te ye 方程 组 
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N 
np Ye 

有 唯一 解 ， 这 和 说 , 对 于 每 个 y 

An=y (7-59) 
有 唯一 解 是 同样 的 . 在 这 种 情形 中 , 当 xz, y 满 是 等 式 (7-59) 时 ,我 
H A 有 一 个 由 | 

At*y=«a 
ELK A= (Co!) 矩阵 4 的 元 素 OAE LU BA 
计算 的 . 7 4 是 Hermite 矩阵, 则 A+ 也 是 Hermite 矩阵. 

我 们 还 需要 下 列 引 理 ; 

引 理 7-12 Hilbert 空间 的 一 个 有 限 维 子 空间 是 闭 的 . 
证 明 SEAN 维 子 空间 , N<, Mikey, =, ov Ke S i 
一 组 基 ， 我 们 断言 存在 常数 CO， 使 得 对 于 所 有 的 复 问 量 (Qax,…， 


ay), 
Slax] <O] aie (7-60) 


成 立 . 在 证 明 不 等 式 (7-60) 之 前 ,让 我 们 先 来 证 明 怎 样 利用 (7-60) 
来 推出 S 是 由 的 这 一 结论 ， 设 


2, = Save, n=1, 2, = (7-61) 
k=l 
FES hi- [apt Rea), (iE 
a, >a, JE H P (7-62) 


因为 te} 是 Cauchy 序列 , 由 (7-60) 我 们 有 

3} Jag” -af | <O |en zn] >0 
ULMER k, dap} 是 一 个 复数 Cauchy 序列 。 因此 ,存在 数 
Qi, °°", Gy, 使 得 | 


HM a, LSESN (7-63) 
A> 


多 一 > zr (7-64) 
则 


0177 。 


N 
jene] =| È Ca oe 
N 
<maxje l| D laf — ar ->0, 4 n-oo hf (7-65) 
k=l 


因此 zw 一 z， 因 为 只 可 能 有 一 个 极限 ,我 们 必然 有 z=*EAS. 
为 证 明 (7-60), 假定 (7-60) 不成立 , 则 存在 一 个 形 为 (7-61) 的 
序列 {an}, 使 得 


> jay? | =1 (7-66) 
但 
ta >00, Æ H (7-67) 


因为 复数 og” 都 是 有 界 的 ， 所 以 存在 {an} 的 一 个 子 序列 (为 方便 
起 见 我 们 假定 它 就 是 整个 序列 ) 和 复数 Qi, *°*, an, 使 得 (7-63) 成 
We. HFA (7-66) , 我 们 有 


$ Jal =1 (7-68) 


用 等 式 (7-64) 来 定义 z。 于 是 由 (7-65)， 有 ez. H (7-67), 
“=-0， 因 为 6, 是 线性 无 关 的 ,所 有 的 m 都 必须 等 于 零 ， 但 这 是 和 
MSR (7-68) FRA. it 


7-5 引 理 的 证 明 
现在 我 们 给 出 引 理 7-2 和 7-3 的 证 明 . 我 们 先 从 证 明 等 式 
(7-18) FRAG. H (7-12), 
Du -|" 6" * Diu(t) dt 


= | ~ Dileu) Jat -| u(t) Di[eras]dt 


一 —i[—u(0)]+rw, 
(回忆 一 下 DD; 一 id/dD, 这 就 给 出 了 等 式 (7-13)， 为 证 明 等 式 
(7-15) , 注意 到 
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em 0 
Dig= | e~"* Div (4) dt 


0 
_ j D; [ew Oldi- v(t) De" "dt 


= — w (0) +79 
”因此 引 理 7-2 得 到 了 证 明 . 为 了 证 明 引 理 7-3, 我 们 利用 
引 理 7-13 车 FES(0, ceo),， H 


G (2) = | of (1) dt 
则 Gz) 是 一 个 在 半 平 面 Ime<0 KARR. Bil, E 
hE S(—oo, 0) H. H (2) h 
H() -| oeh (4) dt 


给 出 , 则 五 (2) &— EE Im 20 上 有 界 的 整 函数 ， 
证 明 ”通过 在 积分 号 下 求 微 商 以 及 注意 到 积分 都 是 绝对 收敛 的 ， 
容易 验证 G(z) 和 HOLERA. A 


a) = i | ef Oat 
H'(z)=~—4 | eth (Oat 
因为 G(T+1y) — g—terty 
我 们 看 到 对 于 Vy 和 0，G(z) 是 有 界 的 ， 而 对 于 y>, HORER 
的 . | 
现在 我 们 来 给 出 引 理 7-3 的 证 明 、 重 复 应 用 等 式 (7-13) 给 出 
(D,—4)*w = vo [Cr -—4) w+ iu(0)]+i(Di— iu (0) 
= (—4)*w+ivu(0) +¢Du(0)+2u(0) (7-69) 
f oder =|” Re Rod 


po ja (RPT 
因此 o 
T = -一 
ja (7-70) 
而 
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°° Tay 。 
| Gi (7-71) 
由 引 理 7-13, KA GG) = (Diiu 是 整 函数 , 并 且 在 下 半 平 面 
中 是 有 界 的 . 因此, 我们 有 


m ~ “° G(r) dr . ji TAT 
ide Gaye HO} | - Ga)? 


— Cy 


— iDa (0) +-2u (0) |" Cr (7-72) 
再 用 一 个 围 路 积分 可 以 证 明 
| G (r) dr —0 (7-78) 


-o (tT —%)* 
如 果 我 们 现在 把 等 式 (7~?0), (PT) A 73) FRA SKE (7-72), W 
得 到 (7-16) 中 的 第 一 个 和 恒等式. 为 了 得 到 另 一 恒等式 , 我 们 利用 
类 似 的 推理 .由 等 式 (7-15)， 
(D+Dg= T+ — trv (0) —¢(D, +24) 0 (0) 
用 围 路 积分 可 得 


| dr 
~o (F+4)* 
” tdr . 
和 | Gta P 
而 且 ， 由 引 理 7-18, 函数 H(z) = (Diti) g ERRA AE be 
平面 中 有 界 . 由 此 
==Q) 


| Hw) dt 
-oo (rti)? 
把 最 后 这 四 个 等 式 结合 起 来 ,就 得 到 所 要 的 结果 . 
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现在 我 们 回 到 问题 
P Dyula, th=f(a, t), t>0 7-74) 
Q;(D)u(a, 0) =0, 1< JST (7-75) 


(C7-75) WE Siro ak 2 EAS ET R RA A ee WS eB) 我 们 
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的 假定 如 下 ， 
1. 对 于 儿 乎 所 有 的 EE€ rr， 多项式 PE, 7) 是 ?的 mm 次 多 项 式 ， 
并 且 正 好 有 7 个 具有 正 虚 部 的 根 , 而 没有 实 根 ，Q; (6,z) 是 2 的 小 
于 mn 次 的 多 项 式 . 
Ha), TEE PEDRA ERREKUR, F 
P;E, t) = (r> rE) ) e r 4, (8) (7-76) 
它 不 一 定 是 去 的 分 量 的 多 项 式 ， 令 


_ P(E, 7) _ 
P_(,7) PE +) (7-17) 
而 且 对 每 个 6 A, WA QOG, 2)/P CE, 2) 55-4 RSS SK 
QE, z) _ Qi- (E, z) Q- (E, z) 7-78 
PE) Pie) Piles) (T78) 
4 
_ [> Qu É, T)Q (É, T) > — 
alé) = C 1 jar (7-19) 
利 


QT ah i _ 
Bulg) = | TE DU 7l dr, ixi, jxr (7-80) 


& ACE) = (aT B(E) = (Bd. RBE 
2. HTFJILEREAR ECE, AY AE, HEFER A Ks, 使 得 儿 
乎 处 处 有 


BA“B<K,B (7-81) 
我 们 有 
定理 7?-14 k RE, D ETEN, CME 
IRCE, D| SOPE, 7], ECE", cen (7-82) 
EAM KB m2 T, FERRET Cx Ki 的 常数 上 0， 
使 得 


FIRE, Do, D Pd 
<o {| IPE, DoE, D ldtt $ aV P) C7-83) 
对 于 所 有 具有 下 列 性 质 的 函数 oC, TLR ARAL, MAFIE 


*i8ls 


MAW ECE, vlé, 1) ESO, œ), XE (a) =A, i 
Vi=QE, DouE, 0), 1<pxr (7-84) 
证 明 ME SC, 这 是 定理 7- 的 直接 推论 . 
和 前 面 一 样 ， 设 只 表示 半空 间 t>0， 若 在 552 节 的 (56-18) 中 
取 b=, I 5-2 He MN Ae OE E 
去 . 借助 于 这 些 范 数 , 我们 可 以 陈述 
推论 ?7- 坊 ”在 定理 7-14 的 假设 下 , 存在 只 依赖 于 Ci 入 1 的 常 
BO, 使 得 对 于 每 个 实 的 s, 对 于 所 有 满足 (7-75) 的 we S(Q), 
|R(D)ulos<C|P(D)ulos (7-85) 
成 立 . 
证 明 我 们 只 要 在 (7-85) 中 令 vlé, t) = Fu, RUGHE”, 并 
HX € BORAT. 
对 于 我 们 的 存在 性 定理 来 说 , 还 要 做 两 个 进一步 的 假定 ; 
3. Æ PE, 2 Pe" WRA aS) 有 正 下 界 和 负 上 界 . 因此 ,存在 
第 数 co>0,， 使 得 
aE) |e, ECE" (7-86) 
4. 存在 常数 Ko, 使 得 
之 [PW(E, t) | <E P(E, 1) |, ECE”, rE BR! (7-87) 
我 们 有 
定理 4- 区 在 假设 1 到 4 下 ， 对 于 每 个 /E00”~(0) 使 得 DsDrfE 
DL*(Q) 对 于 每 个 和 多 均 成 立 , 则 存在 方程 (7-74)，(7-75) 的 唯一 
解 uE C(A), 使 得 对 每 个 多 和 DsDiw€ LQ), 
证 明 和 通常 一 样 , HP eo E 上 的 Fourier 变换 对 于 每 
个 使 AT FER E, 多 项 式 QE, 2), e, QE, 2) ERE PLE, 2) 
线性 无 关 的 . 因此 对 每 个 这 样 的 6， 存 在 一 个 沙 数 h(t, DE 
S (0,20), h W Æ 
P(E, D)AE, H=FF(E, t), t>0 (7-88) 
GE, Dh, 0)=0, 1<j<r (7-89) 
(6-14 节 定 理 6-8), H (7-87) 和 定理 7-14, HFEA j> A p, 
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IE PYE, Dh 属于 LL2(Q8)， 因 为 任 一 多 项 式 有 一 个 某 阶 导数 ， 
它 等 于 非 零 常数 (第 一 章 习 题 1-5), 特别 是 ,我 们 看 到 对 每 个 和 >>0， 
1%E TAQ), Here, RATER 


P PED miale pE) (7-90) 


orm 1 
其 中 pu(é&) 只 是 的 分 量 的 多 项 式 ， 因 为 对 于 每 个 j [Elk 
E42(Q), 所 以 |&|ig(E)Dih 也 属于 LO. Aw aOBAEF 
FAIR LFW, 所 以 我 们 知道 对 每 个 j |&|'D%E LIQ), HUE 
意 到 
PPETI) ma +p(E) r+ pa(E) (1-20a) 
其 中 pE EREE 的 分 量 的 多 项 式 . 因为 对 每 个 六 EV CpDih 
+ pah) E L7(Q), 所 以 (€|4a(€) Dik 也 属于 LO). RAW al€) 
有 正 下 界 和 负 上 界 ， 所 以 对 每 个 ;|E1:D?hE LQ), Fest RE 
做 . 我 们 看 到 对 于 这 0 MI O<k<m, EDREIRA., RIEF 
可 以 更 进一步 。 因 为 h(é&, DESO, 00), 我 们 可 以 把 方程 (7-88) 
的 旺 边 对 t 微分 ， 因 此 
P(E, Dò Dih=D,Ff (E, t) 
因为 左边 的 形式 为 
a(é) Dr Tht $) gC) Dh 


并 且 当 0<k<m 时 , 对 于 每 个 j, E ua EDRELO, WAR 
们 知道 对 每 个 7, [E |e) DPR ICQ)， 把 方程 (7 了 74) 对 二 重 
复 求 微 商 并 应 用 同样 的 推理 ,我们 得 到 结论 : 对 每 个 了》 入 
IE DIhE LO). 

MEP i>O0, Sule, t) =F RCE, t), W uc), HAR 
(MAW EE, ul, HRT SO, œ). 而 且 , 对 于 每 个 ;和 
k, (ujk; <0, FERRE 6-8 节 定 理 6-27 的 证 明 中 那样 , 立即 
Muco) 以 及 对 于 每 个 义 和 DiDiuc PO). ME 
7-14 推 得 唯一 性 ， 这 就 完成 了 证 明 . 
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7-7 例 


为 了 说 明 我 们 的 定理 , 我 们 来 研究 一 些 例子 ， 
1. PE, 7) =a) (v 一 小 ,其 中 a(6) 是 § 的 分 量 的 多 项 式 ,这 时 , Pi(é, = 
viji P-E, 7) =a), MOE, 7) =1, 则 容易 验证 


L — 
| Q+ ($, D =E Q_(é, 7) =0 
因此 由 围 道 积分 
_ 1 i dr _ Fd 
S= |acg) |? im GD (+i) facé) |? 
因此 Atala B=0 
VC 


i (7-81) 是 处 处 被 满足 的 ， 因 此 , 由 定理 7-14, 若 RE, 中 是 任何 满足 
IRE, T) |<C1]a ($) i) | 
的 多 项 式 , 则 


[ize D, v|*%dt <Cla(® e f | D,-dvltdt+ |v, 0) [7] 


对 于 所 有 的 Cs, 从 成 立 ， 只 要 对 每 个 8, vlé, ORF SO, -). 《这 也 可 以 
从 6-6 市 定理 6-12 推 出 .〉 阁 a(&) 满 足 
D 1a) | <Ksla(g) |, EE” (7-91) 


则 PCE, +) 还 满足 7-6 节 的 假设 3 和 4。 因此 我 们 可 以 应 用 定理 7-16 而 推 
出 , WR fe C"(9) 只 要 对 于 每 个 4 和 访 均 有 DID ELO), 则 

a(Deg) (D 一 人 WO 四 一 0 t), t>0 

u(a, 0) 一 0 

存在 唯一 的 具有 同上 性 质 的 解 . 
2. P(g, t) =a(O(D,-bO], 其 中 ah Mb ELMA. BRENT EE 
E”, Imb(é)>0, Rij, PC, 7) 一 7 一 b()， 而 P_(é, =a). BR 
Q, T) =1, 则 和 上 例 一 样 


QE, 7) = Q (E, 5)=0 


CE’? 
_ 1 ~ dv _ T 
因此 “0 -BT | Te ey 
-1 {a(€) |? Imob¢é) _ 
因此 A t= SS B=0 


e [84 o 


mE (7-81) 处 处 被 满足 ， 因此, 若 RCS, DRE 
[Rezr)| 和 Cila(G)[z 一 6)]| 
则 我 们 有 不 等 式 


F |R, D,)v|*dt-<C la (E) 1 ` ICD, —b 6) Ie lat 


+Imb(é) LoC, 0) 12} 


其 中 C 只 依赖 于 O. 若 我 们 假定 a() HB -IL T b OE 
> [LCE | <E, Imo), EEE” (7-92) 


则 PCE, T) BE (7-86) (7-87). 因此, 对 于 每 个 EEC” 9) 并 只 要 对 于 每 个 
WA k ABR Dede f € £72), My 

(a(De)(D:—b (De) Ju, 1) =f, t), t>0 

wm, 0) = 

存在 唯一 解 , 它 具 有 f 的 同样 性 质 . 
3. PEE, r) =r? tit etin OC, T=T7+9) 
其 中 9() 是 实 系 数 多 项 式 .这 时 ，P (6 T) 一 7 一 上 | fi PCE, 7) =7+2/€), 
还 有 


Os (é, T)= q SEP, Q- (é, “= ee 


因此 aE) =e =A 
因此 ,4~1 几乎 处 处 存在 而 且 (7-81) 成 立 ， 由 定理 7-14， 对 于 任何 二 阶 齐 次 


RF RD), 
[i IRE, Doviar<e| [IDE lév at 


+ lite D OWE, O17] 
成 立 。 因 为 PC, 7) 并 不 满足 (7-87)， 所 以 我 们 不 能 说 更 多 的 东西 了 (注意 
到 若 9(6) 是 一 次 齐 次 的 , 则 6-8 节 的 定理 6-27 是 适用 的 ). 

4. PE Dav + Elt QE DAPI SHH, XE PE, 可 一 一 记 
已 ( D) =r 十 认 其中。 是 1+ [EP 的 正平 方 根 .现在 我 人 有 


~ (€ iq) (etig) 
Q CE, T) “oe? Q-(6, T) oe 
因此 al) =B(g)= 2a te) 
仍然 有 4 共处 处 ) 存 在 而 且 〈7-81) 成 立 ， 由 定理 7-14, 对 于 每 个 二 阶 算 子 
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Fire, Diu Pag<o| | (DF + {E{2+1) uf di 


+= IED +a ONE 
Gre t q(&) ]ucé, ) 1] 


BE. MÆ, PE, 7?) 潢 足 (7-86) 和 (7-87)， 所 以 我 们 知道 ， 对 于 每 个 € 
CD, ASS WA uw A bE DED! f ELO), 问题 

(1-MDuts, D=f@, t), t>0 

[D,+9(Dz) ue, 0) =0 

有 唯一 的 解 w(z, 为 ， 它 具有 与 了 同样 的 性 质 . 
5. P(g, T) = (r—-74(8)) @— 79H), HAH 

Im 71(€) >0, Im te(é) <0 
fi ED 一 + 十 9C(E) (CoCE) 的 系数 不 必 是 实数 )， 我 们 有 

Pi, T) =r — T(E), P(E, T) =r — T(E) 


QE D=, 2, N= ED 


(Ta Cra—7T1) 


_ ~ [ntg]? 
aD =e Tn n]? 


Bg) = 


Imta |te~-71|? 
因此 只 要 几乎 处 处 有 Hw 十 9 于 0,， 4 就 几乎 处 处 存在 ， 这 时 ，(7-81) 等 价 
于 4 7 


kanik tgl? (7-93) 
|Im ni 全 Imri 


因此 ,每 当 C7-93) 成 立时 ,对 于 每 个 满足 (7-82) 的 R(D), RA 
f IRCE, D)o]? ar<o| IPCE, Diyolaa 


darte E ILD, +968) WE, 0) 1 


[ry +” 
F gC) FS RAT w 是 纯 虚 根 , 则 (7-93) 化 为 
Iz»| iT sK ( Irl +2) (7-94) 
若 存 在 常数 天 ,使 得 | 
[nl<Kivsd| (7-95) 
而 且 | E 
Irit] <K (g?+ [r113 (7-96) 


WN 7-04) AERA. ei BEHEH (7-94) MARE 
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P<K |r| (7-97) 
[v72 | <K (gq? + | Yi 人 (7-98) 
车 没 有 关于 PE, 7) 的 进一步 的 知识 ,我 们 就 不 能 够 验证 (7-87). 
6. P(E, T=(5—i|é|DO atilla, OE, D=1, M RET) =at 
xz 一 让 | 人。 注意 PCDD 是 次 梢 图 算 子 ( 见 3-6 节 )。 还 有 (7-83) 成 立 ( 事 
KE RTE, T) CH, RIE [RET] = PET. 但 是 


QE T) = — R-E, T) =? 


11g]? — TIE 
因此 a(g) = rate BS) HE 


这 表明 (7-81) 不 成 之 ， 事 实 上 , 不 等 式 人 7-83) 也 不 成 立 ， 为 证 明 这 点 ， 仿 
vlé, t) ei enti 
WREN E+0, vlé, H ESO, œ), 而 
v(€, 0) =0, £#+0 
因此 , QE, Divg, 0) 一 0， 简 单 的 计算 就 给 出 
(DiE vmi E GEL 


和 (Diil Domi £1 Lente" 
由 此 ， P(E, DJ v= —2)€|*CE]2-Den#el* 
和 R(E,D, v= —2| €|8(|E|?—Der tl" 
因此 ,我 们 有 | 


FIPE, Dyvltar=2 E162? 


和 | FIRE, Dovlidt=2|€l (él 1) 
显然 , 对 于 《6 Bm 这 些 表示 式 的 比 不 可 能 是 有 界 的 ， 


7-8 非 零 边界 条 件 
现在 我 们 在 定理 7-16 的 假设 下 考虑 问题 
P(D)u(e, t)=f(a, t), t>0 (7-99) 
Q)(Dyu(a, 0) =9;(«), 1<j<r (7-100) 


我 们 假定 对 于 每 个 凡 M k, DiD f ELO), WHF H+ uM k, 
Dig ELE», 1<j<r, —P BRA BU 
定理 7-17 假定 :存在 函数 v (a, t), HEMET wo ALL, DiDiv€ 
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L(A), 并 且 
QD v(a, 0) =g; æ), 1<j<r (7-101) 
则 在 7-6 节 假 设 1 一 4 下 ， 存 在 一 个 具有 和 % 同样 性 质 的 方程 
(7-99)，(7-100) 的 解 ula, t). 
证 明 ”由 定理 7-16, 存在 问题 
P(Dyw(a, t) =f (xz, t)-—P(D)v(a, t), t>0 (7-102) 
| Q;(D)w(a, 0)=0, 1<j<r (7-103) 
的 一 个 解 w(a, t), 它 具 有 所 要 求 的 性 质 ， 令 4 二 ww 十 2， 则 容易 验 
HE u BH SEHR. 
定理 7-17 使 我 们 自然 地 要 提出 如 下 问题 ， 即 何 时 存在 一 个 渍 
足 等 式 (7-101) 的 具有 所 要 求 的 性 质 的 函数 2?(z, r BETZ 
这 个 问题 表面 看 来 的 那样 困难 . 首先 ,我 们 有 
定理 7?-18 车 gi1(%), …，gr(w) 是 使 得 对 于 每 个 4 和 了 有 Dsg;€ 
LP (再 ") 的 任何 函数 , 则 存在 一 个 函数 a, 4) EB 
Di-tu(a, 0) =9;(2), 1<jxr (7-104) 
MANET. Ak, DeDive LQ), o 
证 明 HCO B—ATE t= 0 UES F 1 O3 oo, Co) PEI BI. 令 
dlw, =E) AE (7-105) 
则 在 t=0 附近 ,我 们 有 
Divle, = È oP 
这 就 给 出 了 等 式 (7-104) , 
现在 我 们 转 回 一 般 算 子 QD). 设 m3 表示 Qi(D) 的 阶 数 ， 如 
果 阶 数 m; 都 不 相同 而 且 QE, 7) Po! 的 系数 不 等 于 零 ， 则 我 
们 将 说 QD), =, Q@.(D) 这 组 算 子 (关于 超 平 面 1 一 0) 是 正规 的 . 
这 件 事 可 以 换 一 种 说 法 ，Qy(6, 7) 的 阶 数 是 不 同 的 ， 而 且 超 平面 
t=0 不 是 GE, 7) 中 任何 一 个 的 特征 ( 见 4-1 节 ). 我 们 有 
定理 ?-19 QD), =, Q. CD) 这 组 算 子 是 正规 的 , 则 对 于 每 个 
mw A jR Dog; CB") 的 函数 组 gi(2)，…, oe (@), EEA 
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PRK v(z, 1), MMP uA k, DIDive LO), ii AeA 
(7-101) LXE. 
证 明 议 整 数 9 使 得 所 有 GO BY BBR <q. Be (m1, ++, nar) 
是 一 些 数 ， 当 把 这 些 数 和 (ma，…，mar) 合 起 来 就 成 为 集合 (0, …， 
4 一 1)， 车 我 们 令 
QD) =DP, 1<j<q-r 

则 容易 验证 集合 QAD), =, Qe(D) 是 正规 的 。 让 我 们 把 它们 重新 
排列 ,使 得 Q;(D) 的 阶 数 是 j 一 I， 因此 

QE, D= ÈRE, 1<j<q  CT-106) 
H RaO EKA Jk H E 的 多 项 式 ,而 Ry) 一 常数 大 0( 这 
是 从 正规 性 的 定义 推 得 的 ). 我 们 断言 ,需要 证 明 的 一 切 就 是 : 存在 
的 多 项 式 Sul), 使 得 Su lE) 的 次 数 <k-L Sal) = 常数 地 0， 
而 且 | 

È RaO SE da 1<j<h<g (1-107) 


因为 假定 等 式 (7-106) 和 C7-107) 成 立 ， 又 假定 Ji …， Go W EE 
理 的 假定 ， 则 由 定理 7-18 可 知 , 存在 一 个 具有 所 要 性 质 的 防 数 
v(x, t), 使 得 a 
Di-*v(a, 0) -> Syt(Dz) g(a), 1<k<q 
因此 ,由 等 式 (7-106) F (7-107), 
Qi(D)v(w, 0) = È Ra (Dz) È Su (De) gle) 


= > > Rix (D,) Sxi (Dz) Jo: (x) 

=gi(a), 1<j<¢q 
因此 , KA ole, 力 满 足 的 性 质 要 比 等 式 (7-101) 多 .所 以 ， 剩 下 只 
要 证 明 等 式 (7-107). 我 们 通过 很 简单 的 归纳 法 来 证 明 它 。 对 于 
k=1, (7-107) 显 然 成 立 ， 我 们 只 要 取 Su) =1/Ru©. 现在 假 
定 (7-107) 对 于 <pg R. 我们 应 该 证 明 对 于 =p, (7-107) 
EM. EX 9 
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a z6 


因此 ,对 于 7<%， 
È Ra © Sy) = Bo È So (E + REOSE) 


因此 , 对 于 《一 2 SA C107) 同样 成 立 , 证 毕 . 


>] 题 
对 于 由 等 式 (7-1 少 给 出 的 g 证明 一 个 与 (7-24) 相应 的 恒等式 ， 
9 同 1, 证 明 一 个 对 g 的 与 (7-25) 相 应 的 恒等式 . 
证 明 推 论 7-8, 
证 有 明 等 式 (7-27). 
证 明 恒 等 式 47-38) 。 
(6 GAB Hilbert 空间 上 的 一 个 线性 算 子 而 且 对 于 所 有 的 u, Au, u) 
是 实 的 . 证 明 A 是 Hermite AF., 
T- A= (ap) m AE a), A an RRM a”, 
7-8 # A= (ayw) 是 Hermite 矩阵 , 试 证 明 A 也 是 Hermite 矩阵 . 
7-9 试 证 明 等 式 47-90) 和 (7-90a) | 
7-10 24 P=a(v—1) BY, Rik AA (7-91) HAS (7-87), 
7-11 4 P=a(r—b) hf, oon -91.) Fl (7-92) A & A (7-87), 
¢-J2 征明 7-7 节 例 3 中 的 命 
S 证 明了 .7 BA A ANERE 
7-4 iA uE BH (7-95) FA (7-96) A E A (7-94), 
7-15 斌 证明 (7-97) 和 (7-98) 88 & A (7-94), 


PT 
B Ww y m 


t 
or 
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“6 j\# Dirichlet 问题 
813, È 


HE 已 (用 是 BM th — 4 BBO m= 20 的 齐 次 、 纯 椭圆 算 子 
( 见 6-9 节 ) ,并 考虑 问题 


P(D)uls, t) =f, t), TE E", t>0 — (8-1) 

Diu(a, 0) =9 (x), sE E", O<k<r (8-2) 

这 是 6-8 节 中 间 题 (6-182), (6-183) WRB. RLE, RNA 
QE, 1) =v, I<j<r (8-3) 


注意 到 Wj 满足 6-7 节 中 定理 6-15 的 条 件 (b). 这 是 显然 的 , 因为 
所 有 的 QE, 7 的 次 数 都 是 <r (= PE, DM KS, FA ETN 
是 线性 无 关 的 ( 见 3-3 节 和 6-4 节 ). 因此 ,由 6-8 节 的 定理 6-27, 
对 十 每 一 组 其 各 阶 导数 都 存在 且 属 于 OM MRS, FSD, 
(8-2) 有 唯一 解 。 Diriechlet 的 名 字 给 加 到 了 这 个 问题 上 . 

现在 我 们 希望 考虑 变 系 数 而 且 不 必 是 齐 次 的 算 子 的 相应 的 问 
专 ， 在 处 理 变 系数 时 ， 从 小 区 域 开 始 是 谨慎 的 ， 因此， 代替 半径 
间 ， 我 们 将 只 限于 由 [e| HEP<R, t>O 给 出 的 区 域 cx， 我 们 的 
算 子 的 形式 将 是 


P(e, t, D)= $ ao DDD (8-4) 
假定 系数 属于 O (Cr). Hoe LAT RA THLE 
Po(D)= $ orl0, 0) DED; (8-5) 
是 纯 椭 贺 算 子 . 


7-8 节 的 定理 7-18 证 明了 ， 对 于 选取 的 任何 9x, 我 们 总 可 以 
找到 函数 公使 之 满足 等 式 (8-2) . 和 在 定理 7-17 那里 的 推理 一 样 ， 
我 们 知道 ,我们 具 需 要 考虑 gr 等 于 零 的 情形 ， 因 此 ， 我 们 的 问题 
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的 形式 是 
Pa, DUO 有 一 ©), (a, 1) Cor (8-6) 
Diu(e, 0) =0, |z|<R, 0<k<r (8-7) 
BAR SEO” (Fr) 并 希望 我 们 能 在 O (on) 中 找到 一 个 解 ， 我 
们 将 会 看 到 ， 即 使 这 个 要 求 不 太 高 的 问题 也 需要 做 一 些 工作 才能 
EDR, 


8-2 弱 ff 


正如 当 我 们 对 于 一 个 问题 的 解决 还 没有 什么 线索 的 时 候 ， 象 
通常 做 的 那样 , 让 我 们 假定 方程 (8-6),(8-7) 有 一 个 解 ,从 而 来 看 一 
下 关于 fA Pt, DD) 蕴含 着 什么 条 件 , BE ule, 1) EOE 
(8-6) ，(8-7) 的 一 个 解 . 我 们 的 第 一 个 本 能 的 行动 就 是 分 部 积分 . 
Bor 表示 oz 的 包含 在 超 平面 1=0 上 的 这 部 分 边界 ,而 令 oe 
表示 on 的 边界 的 其 余部 分 ( 即 包 含 在 曲面 el += Ra 上 的 那 部 
分 边界 )， 设 pCO" (oR) EO" (or) 中 任 一 在 边界 Aor 附近 等 于 
零 的 函数 . (做 这 个 假定 是 为 了 避免 任何 在 边界 Bt om 上 的 积分 ， 
因为 在 91on 上 没有 给 出 必 的 边界 条 件 , ) 分 部 积分 ,我 们 有 

(P(e, t, D)u, 9) = ©, (orDiDiu, p) 


ju pkan 


> (Diu, Dilan, 内) 


Ja! tkean 
> (Diu, Px) 
o k=0 7 | 
其 中 P= 2s Delay p] 
因此 , HH 4-2 节 的 等 式 (4-20)， 

(P, t, D)u, p)=(u, P’(@, t, Djp) 

-i$ D| Dru Dp, de 
20T k i 


k=1 f=1 


= (u, P' (x, t, D)9) 


-i $| Dus Dd (8-8) 
j=i Fo0 pg k=j. 
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a Ple, 4, , Dp- D) DiD p] -o (8&9) 


APC t, D) 的 形式 共 ti CD, 1-34): ASE, Rna 
(P(e, t, Du, p) = (u, P(e, t Dp)” 


a at iS Die tu Np pde i 10) 
其 中 
Nip = Š a PED laust g],1<j<m (8-11) 
若 2 还 满足 | 
Dip(@, 0)=0, |e] <R, 0<k<r (8-12) 
则 由 (8-7) 和 (8-12), 我 们 有 | | 
(P(a, t, Du, ») =u, P' (æ, t, Do) (8-13) 


因此 , 若 忆 满足 方程 (8-6), 则 对 于 所 有 在 6108 附近 等 于 零 并 满足 
(8-12) $ pE OC" (on), BINA 

(Ff, p) | <O]|P' (e, t, D)p| (8-14) 
El ste (8-14) Æ (8-6), (8-7) 有 解 的 必要 条 件 ( 与 工 6 节 比 较 ). 

反 过 来 , 假定 (8-14) 成 立 ， 由 此 能 否 导 出 解 的 存在 呢 ? 我 们 
KARA. EW 是 由 满足 如 下 条 件 的 函数 小 (z, t) 构成 的 集合 ， 
BE he, 办 在 ze 上 连续 , 其 次 存在 一 个 在 O10o8 附近 等 于 零 且 满 
足 (8-12) 的 ECOm(5a), 使 得 由 与 9 满足 

P'(a, t, Dp=Ņ (8-15) 
& GO = (9, f) | 
就 象 我 们 在 1-6 节 中 指出 过 的 那样 ， 只 要 方程 (8-15) ARAL, AH) 
就 不 依赖 于 o (为 此 机 用 到 不 等 式 (8-14))， 由 (8-14), W 被 看 作 
Pion WF a,b): W ENP ARR. AW 在 
Dor) PRG W 是 一 Hilbert 空间 ， 从 1-6 节 的 定理 1-5 和 
1-6 我 们 知道 , FE— UW, WE 
Gb) = h, u), PEW 
由 此 . | 
(u, P’(a, t, D)o) =f, p) (8-16) 
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对 于 所 有 在 9icr 附近 等 于 零 且 满 忠 等 式 (8-12) 的 pE CO" (On 
RX. 4 1-6 4# 42 节 中 所 用 的 术语 相 一致 ， 我 们 把 久 称 为 
(8-6)，(8-7) 的 弱 解 .为 证 明 这 样 的 命名 法 是 正确 的 ， 我 们 必须 
证 明 ， 车 wEO" Cr) 并 且 对 事先 规定 的 函数 w 满足 等 式 (8-16)， 
则 以 果真 是 方程 (8-6)，(8-7) 的 一 个 解 . | 

为 证 明 这 点 , 首先 注意 到 , 对 于 所 有 的 PECY(cn),Y 满足 等 
式 (8-16) .分 部 积分 , 我 们 得 到 

(P(a, t, D)u-f, p) =0, pE CF (or) 

CRRA Ew 是 (8-6) 的 一 个 解 ( 见 1-8 节 )， 其 次 ， 根 据 等 式 
(8-10), 我 们 有 
$| Diu Npdz=0 (8-17) 


对 于 所 有 在 hor 附近 等 于 零 并 且 满 足 等 式 (8-12) 的 pEr) 
成 WV.. 考察 一 下 (8-11) 就 证 明了 对 于 这 种 9， 


| Nw (ae, 0) =0, r<jxm (8-18) 
RM. 因此 , Ssh (8-17) 化 为 对 于 前 面 规定 的 函数 p 成 立 的 等 式 
pal Diu Npda=0 (8-19) 


我 们 将 在 8-3 节 中 证 明 ， 对 于 任何 在 |z| = 五 附近 等 于 零 的 函数 
gaa), e, g(a) COR (E"), FEES ME WARM RK o, 
使 得 
Nota, 0)=9;(@), |a|<R, 1<I<r (8-20) 
(BIM 8-4). 由 这 个 引 理 推出 对 于 所 有 在 |z| = SFE 
gE”, 
> |, Ditugide=0 (8-21) 


成 立 ， 这 就 蕴含 着 和 满足 (8-7) ( 见 4-2 节 引 理 生 2)。 因 此 ,术语 
“ 弱 解 是 合适 的 . 

我 们 把 本 节 的 结果 总 结 如 下 . 
定理 8-1 问题 (8-6)，(8-7) 有 弱 解 的 必要 充分 条 件 是 不 等 式 
(8-14) Bian, AF OC" (or) 的 弱 解 是 真 解 ， 
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因此 , 除非 (8-14) 成 立 ， 解 问题 (8-6)，(8~7) 是 没有 希望 的 . 
所 以 ,我 们 必须 来 决定 什么 时 候 不 等 式 (8-14) 成 立 . 这 一 点 在 8-4 
节 中 很 容易 地 做 到 了 . 将 在 8-* 节 着 手 处 理 与 得 到 真 解 有 关 的 进 
一 步 的 工作 . 


8-3 正规 边界 算 子 


设 Qil, t, D), ++, Qœ, t, D) 是 一 组 系数 属于 OOR) 的 
偏 微分 算 子 . 如 果 它 们 的 阶 数 m; 都 不 相同 , 并 且 若 在 Q, 0, D) 
中 DWw* 的 系数 是 一 个 在 |e <R 中 不 等 于 零 的 函数 ， 则 我 们 称 这 
组 算 子 ( 关 于 曲面 1=0) 是 正规 的 ( 常 系数 的 情形 见 7-8 节 ). 如 
灯 所 有 的 算 子 的 阶 数 都 小 于 7?， 则 这 组 算 子 称 为 7 阶 Dirichlet 
组 .因为 有 7 个 算 子 并 且 它 们 的 阶 数 是 不 相同 的 , 所 以 阶 数 0, L, 
…, 了 一 1 痢 可 以 在 这 些 算 子 中 找到 . 若 有 必要 的 话 ， 通 过 把 这 些 
算 子 重新 排列 ,我们 可 以 假定 Q, t, D) 是 7-1 阶 的 . 每 当 讨 论 
Dirichlet 组 时 我 们 恒 作 这 一 个 假定 . 
定理 8-2 车 tG, t, D), =, Q(@, t, D 是 一 个 + 阶 Dirichlet 
给, 则 o 
Q(z, 0, D) = Š Tae, D,) DE, 1<j<r (8-22) 


Ft A. 
Di = $ Aal, Dz) Qr, 0, D), isj<r (8-28) 


其 中 Tn 和 Ap 是 系数 无 穷 可 微 、 阶 数 ' 专 j 一 的 关于 变量 zz 的 偏 
MOAT. HFRS j, Tu 和 Ay 都 是 在 e| <ER EAST SN 


F] 
pa Lydia = Oj, I<!i<jer (8-24) 
k= . 
Al 
j . 
DS AnL ya =O, t<xl<qgxr (8-25) 
k=l 


证 明 方程 (8-22) 是 定义 的 直接 推论 ， 我 们 用 归纳 法 来 证 明 等 式 
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(8-23) 3] (8-25), 鸡 于 了 J= 工 这 些 等 式 确实 成 立 ， 假定 对 于 所 有 
的 <i<r 它们 成 立 ， 由 等 式 (8-22) 和 归纳 假设 


-Qi (x, 0, D) - — lu Dit = > Px Dr 


i—l k e e 
> TQ (%, 0, D) 
A imi 
į—i il 
== (S ) Tw An) Qa, 0, D) 
i=l k= 


我 们 可 以 取 Ay = I/I 并 且 
Ay= — Ay S PuyAy, 1<l<é (8-26) 
SOMA j= i HY (8-23). 这 也 蕴含 着 (8-24) 和 (8-25)。 事实 


OE, :根据 归纳 法 假设 我 们 有 


> Tw Ay = Ly, Aat S LP yAy = 60 


以 及 
| í 
pà Arl a= Aula + S AT r 
#—1 i~1 
= Aal a — if 一 STyAnTn 
t—1 了 
一 A; Ly Aw 2 L 二 Le 一 
这 就 完成 了 证 明 . 


推论 8-3 4H Qi(e,t, D), Qo, t, DLE MBI r Bt Dirichlet 
组 ,由 
Qe, 0, D) = £ Gale, Ds) Qe(a, 0, D), 1<j<r 

(8-27) 
其 中 On 是 一 个 阶 数 <j 一 k 的 偏 微分 算 子 而 Oy 是 一 个 非 零 函 
数 . 
证 明 ”由 定理 8-2, 存在 算 子 Ty 和 An, 它们 关于 Q 的 性 态 和 算 
T Ln FU Ap KF ;的 性 态 一 样 ， 因 此 
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. f 
Qi 0, D) = SIT, DE 
j 


= > T se 2 3 3 Aaile, 0, D) 


k=1 


(Lr) 0, D) 


容易 验证 这 就 是 所 要 的 形式 . 
引 理 8-4 Ql, t, D), =, Q(x, t, DD) 是 一 个 7+ 阶 Dirichlet 
组 ,而 gi), +, gr 2) 是 |z| 达 有 BR 中 无 穷 次 可 微 、 在 e| =R 附近 
等 于 零 的 任意 函数 ， 则 存在 一 个 在 Qicg 附近 等 于 零 的 函数 vE 
O” (or), CW E 

| Qz, 0, Djol, 0) =g; (£), 1<jxr (8--28) 
证 明 由 定理 8-2， 只 要 找到 一 个 在 Aor 附近 等 于 零 的 函数 
VEO” (or), 并 且 满 足 


Div (zr, 0) = x mgr (a) =h; (£), 1<4<h (8-29) 


We TS. WE, 存在 RR ERF [ol > Rh, FAN nw 等 于 
Z. 设 6>>0 是 如 此 之 小 , 以 致 柱 体 |z| < R, O<t<d 包含 在 an 
H, EED 是 在 1=0 附近 等 于 1 的 05 (一 6, 5) 中 的 一 个 函数 ， 
车 我 们 现在 令 
o, -tO 3) So (8-80) 

我 们 就 得 到 一 个 具有 所 要 性 质 的 函数 . 

8-2 节 末 所 作 的 命题 ， 即 方程 (8-20) 有 一 个 属于 所 要 求 的 类 
型 的 解 ， 可 以 从 引 理 8-4 和 由 等 式 (8-11) 给 出 的 集合 Ni, e N, 
是 一 个 Dirichlet 组 这 个 事实 推出 . 

本 节 的 结果 属于 Aronszamn—Milgram (1953) , 
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现在 我 们 来 研究 什么 时 候 对 于 8-2 节 中 所 描述 的 p， 不 等 式 
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(8-14) 成 立 ， 我 们 更 详细 地 来 考查 这 个 不 等 式 . 

设 De 是 由 在 bor 附近 等 于 零 并 且 满 足 等 式 〈8-12) 的 那些 
卸 数 pEC”(cn) 构 成 的 集合 .在 cg 外 把 它们 定义 为 零 , Lit Ay 
是 Dp 关于 范 数 | |。o 的 完备 化 ( 见 6-7 节 等 式 (6-128))， 若 
Ria,t, D) 是 任何 阶 数 <m, Eor 上 系数 有 界 的 算 子 , 我 们 可 以 
EH RC, t, DHE, EZ AUERS Be 中 的 函数 上 上 去， 这 
可 以 借助 于 不 等 式 | 

[R@, t, D)g|<C|e|mo, PE DR — (8-31) 

KER. 88) 将 在 本 节 后 面 得 到 证 明 .， BRL, Buk Ar 中 

任 一 函数 , 则 存在 一 个 Dr 中 的 函数 序列 {px}， 它 在 Hr 中 收敛 到 

u, H (8-31), ÆJ] {RO, t, Dor} E D’ (or) PUB — TF RK 

w, 我 们 把 R(x, t, Du 就 定义 为 ww， 为 证 明 这 样 定义 是 有 意义 

的 , 我 们 必须 证 明 其 结果 不 依赖 于 特殊 的 序列 {px} 的 选取 .情形 

确实 如 此 ， 因 为 , E sd Æ 2r PHA THRE Hr 中 
收敛 到 u, 则 由 (8-31), | 

(Ræ, t, D) [pr — prl) SO | @u— Wa | mo 0 i 

因此 , 在 Llor) HRA R, t, D ypr—>w, HER, HaeCL (oR). 

其 次 , 我 们 注意 到 (8-31) eS 

[R@, t, D)v(|<Clvlao, vE Ae (8-32) 
因为 若 {or} 是 2r 中 的 一 个 函数 序列 , 它 在 Ze PRC v, WU 
(8-31), A | | 

(Ra, t, D)pri <O | pr | mo 
& k> 取 极 限 ， 我 们 得 到 48-82) ， 类 似 地 ， 同 样 的 推理 证 明了 
(8-14) 等 价 于 
(f, v)|<C|P’ (a, t, Dwl, vE Hr (8-33) 
Be Nr 是 由 满足 
P’(a, t, D)v=0 (8-34) 
的 那些 ve Hk 构成 的 集合 . 从 (8-383) 我 们 看 到 ， 为 使 (8-14) 成 
L, DBAS, Ne) =0( 或 简写 为 /上 Nz)。 我 们 来 考察 一 下 这 个 集 
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BR. Ne 是 Poon 的 一 个 子 空间 . 我 们 将 在 8-6 节 中 证 
HH. | 
定理 8-5 wR R, Nr 是 有 限 维 的 . 
由 此 推出 We 是 DL? (or) HY AA 28 C5 7-495). 作为 一 个 推 
论 , 我 们 有 
引 理 8-6 BINH 
(f, 人 | 和 OP t, Dvi, vE Hr, vi Nrk (8-85) 
iu) (8-33) 成 立 . 
证 明 车 2€ He, W o=o, HP v € Nre 而 在 L (or) 中 
v| N, 0-5 PEM 1-3). HA v M v 都 属于 He, Be ov A 
于 Hr. Alt, f LNr 且 (8-35) 成 立 ,我 们 有 
上 太一 wo 和 OP t, Dyu) 
=O|P’(@, t, D)o| 
这 正好 就 是 (8-33) , | 
推论 8-7 F 
loll <C|P’ (a, t Dyvi, ve Ar, vI Nor (8-36) 
WRF PLN, (8-83) 成 立 . 
从 推论 8-7 我 们 看 到 , 若 要 对 每 个 f LN, (8-14) 成 立 的 话 ， 
我 们 就 应 该 证 明 (8-36) 成 立 ， 为 此 ,我 们 利用 
定理 8-8 在 8-1 节 中 所 述 的 假设 下 ,看 在 常数 ROO 和 C, 使 得 
| plm os OP @, t, D)pl|+ lel), PED (8-37) 
还 要 利用 | 
5138 8-9 4 ilu} Æ H r PBR, 使 得 
| tx | m o SE 
则 它 有 一 个 在 LT? (or) PU FP. 
如 同 我 们 在 前 面 指出 过 的 那样 , (8-37) 蕴含 着 
(vimo SOP Cy, t, 仿 可 十 | 人， 五 (8-38) 
我 们 将 在 本 节 末 证 明定 理 8-8 而 在 8-6 节 中 证 明 引 理 8-9， 现在 
我 们 利用 定理 8-8 和 引 理 8-9 来 证 明 
定理 8-10 在 8-1 节 的 假设 下 , 存在 常数 ROO MO, 使 得 
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lulmoxC|P’ (a, t, Dol, ve Hr, v| Nk (8-39) 
证 明 假定 (8-39) 不 成 立 ， 则 在 Hr 中 就 应 该 有 一 个 函数 序列 
tu}, ERE Co, Ne) 一 0, 并 且 
lay|mo=l, |P (a, t, D)v,| ->0 (8-40) 
由 引 理 8-9， 存 在 一 个 在 D or) 中 收敛 的 子 序 列 . 我 们 只 对 这 个 
子 序列 有 兴趣 ， 因 此 ,我 们 可 以 假定 所 有 其 它 的 项 都 已 扔 挥 , 从 而 
整个 序列 在 (op) 中 收 全 ,由 不 等 式 (8--38)， 
[oy— % | m,oX<O (|P’ (a, t D) [v o] + io — vrlo 
因此 o TE Hr PUI RVC Ar, AARAA wr 与 
Na 正 交 , 因此 % 也 与 Na 正 交 ， 由 (8-82) 
| PCa, t, D) [v — or] | <O |v —V4| mn,o0—>0 | 
因此 P'(w, t, D)o=0, XRRKB VN, M4 o~-OMAAR 
生 这 种 情形 . 但 是 | 
|»! mo =lim | | mo = 1 
这 个 矛盾 就 证 明了 (8-39)， 
推论 8-11 在 8-1 节 的 假设 下 , FRR ROO AC, 使 得 对 于 每 
个 上 LNae， (8-33) R. 
证 明 把 推论 8-7 和 定理 8-10 结合 起 来 . 
推论 8 12 存在 io>0, 使 得 每 当 RRM, MFRS PLN, F 
fi (8-6), (8-7) 有 一 个 绊 解 . 
证 明 由 定理 8-8, 存在 常数 ROO, WIER, 《8-80) 成 立 ， 注 意 到 
对 于 任何 三 < 已 ， Pras Ae. 因此 ,对 于 任何 更 小 的 天 值 ,8-87) 
也 成 立 . 这 就 蕴含 着 对 于 任何 更 小 的 请 值 (8-39) 成 立 ， 从 而 (由 
于 (8-33)) 这 就 蕴含 着 对 于 每 个 更 小 的 有 R 值 以 及 对 于 每 个 f | Na， 
方程 (8-6)，(8-7) 有 一 个 弱 解 . 
现在 我 们 来 给 出 早先 答应 过 的 应 在 本 节 末 给 出 的 那些 证 明 . 
不 等 式 (8-31) 是 
>) |DsDrpl <Oolg|n,o, PE DR (8-41) 


和 Ra, t,，D) 的 系数 是 有 界 的 这 一 事实 的 推论 。 AUER (8-41), 
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注意 到 由 于 Parseval MEER OD!) 和 6-7 节 的 等 式 (6-128), 3 
于 jw 二 es 有 


| DsDip}* = (2m)- of pare owsa e 


<o fiear, T 


这 就 给 出 了 (8-41) ， 注 意 到 常数 06 不 依赖 于 R, 
我 们 还 给 出 
定理 8-8 的 证 明 我们 参考 6-7 节 的 定理 6-26, HX Ple, t D) 
的 系数 属于 O° (or), 我 们 有 
Pa, t, D)p= SDD Ta, le, D9) 


oe =Dd nla, 1 Depg (8-42) 
其 中 Dy,x 属于 0” (on). 注意 到 | 
buu x, D =ay,xn(a, H, |u| tk=m (8-43) 
因此 , Pa, t, Di ton HER R, 而且 
PD) =È 6,40, 0) DED? (8-44) 
是 纯 椭圆 算 子 . 令 
cwi， 太一 D a, t) —b,.4(0, 0), u| tk<m 
以 及 R(x, t, D =$ cu, DDD} 
则 
P’ (a, t, D) = P- (D) + Ri(a, t, D) (8-45) 


而 Rale, t, DWRRERASTSE. 因为 Pi1(D) 是 纯 椭 圆 型 的 
以 及 由 等 式 (8-3) 给 出 的 算 子 满足 6-7 节 中 定理 6-15 的 假设 (b)， 
所 以 我 们 知道 存在 常数 Ca, 使 得 | 

LP | mo<01 (| Pa(D) yi + ie), PE Dr (8-46) 
WEA, 我 们 知道 存在 与 REAK R Co, 使 得 (8-4 了 成 立 ， 因 为 
Cue DAR RSE TSE, en R>0 取得 很 小 ,使 


|ou (æ, |< sat sa ei tkm 
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因此 
[Rg, t, Del < Jin, pe Dy (8-47) 
1 


jE (8-46) 和 (8-47) 结 合 起 来 , 我们 有 
[glo<O)P’ (æ, t, D)g| + lel) + lPi 


这 就 给 出 了 所 要 的 不 等 式 , 定理 8-8 证 毕 . | 

因为 P'(w, t DD) 是 椭圆 型 的 , MAR P, t, DD) 是 椭圆 型 
的 , P'O, 0, D) 是 纯 椭圆 型 的 ， 当 且 仅 当 了 (0, 0, D) Baas 
的 , MH P(e, t, D) WBRAE PC, t, D), 所 以 我 们 有 下 面 
的 定理 8-8 的 直接 的 推论 . | 
定理 8-13 在 8-1 节 的 假设 下 , 存在 常数 R>0 和 O, 使 得 

Plm o SO (UPC, t, Dol +i), 9E Ye (8-48) 

当然 对 定理 8-8 给 出 的 证 明 同样 可 以 应 用 到 定理 8-18 上 去 . 


8-5 K MF 


设 Hı Hat: Hilbert Si). 定义 在 整个 H, 上 的 从 H: 到 
万 ,的 线性 算 子 了 PAA, RMP H PEAR Ie, 
只 要 oy, 满足 | 
| lai <C (8-49) 

就 存在 {or} 的 子 序列 {v}, 使 得 {Ty} E Ha PIM. 容易 证 明 ， 
A Pi 和 Ta EZAT, 则 对 于 每 个 a 和 cg, aT 十 asd 3 也 是 紧 算 
子 、 我 们 需要 下 面 的 关于 紧 算 子 的 结果 、. 
引 理 8~-14 紧 算 子 是 有 界 的 . 
证 明 ”车 也 不 是 有 界 算 子 , 则 存在 序列 {on}, 使 得 
lel =1, |Twrl—> 0c, k-> co | (8-50) 
因此 ,序列 {Twx} 不 可 能 有 收敛 子 序列 .因此 ,人 不 可 能 是 紧 的 . 
定理 8-15 一 个 处 处 定义 的 从 五 ! 到 玉 , 的 算 子 1, BRAY, 
当 且 仅 当 对 于 每 个 弱 收 敛 于 0 的 序列 Lon}, 
[Twrl—>0, 
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证 明 BRT 是 紧 算 子 而 且 {zw} BMF O, 假设 存在 {ex} 的 
一 个 子 序 列 {zn} 和 e>0, 使 得 
| T'2,||e, n=1, 2 i (8-51) 
由 1-5 节 的 推论 1-11 可 知 , 存在 常数 O, 使 得 不 等 式 (8-49) MT. 
因此 , 由 紧 性 的 定义 , 存在 ten} 的 子 序列 fy}, Ty, FE Hap 
收 敏 到 一 个 元 素 ww. 由 引 理 8-14, 对 于 所 有 的 VE 五: 有 | (Ty, w) | 
<Ciy|. Buit (Ty, w) 是 五 :上 的 有 界线 性 泛 函 、 这 就 蕴含 着 存 
在 一 个 元 素 Tuc Ha, 使 得 
(Ty, w= (y, Tw), yE Hı 
(1-5 节 定 理 1-5)。 特 别 
(Ty; w) = (y; T*w), j=1, 2, = 
内 为 当 I> OR Ty mw 以 及 yj HUSA 0, 所 以 
(w, w) =0 
因此 w=0。. 但 是 由 (8-51)， 我 们 有 | 四 关 s， 这 个 矛盾 证 明了 不 
可 能 存在 满足 (8-51) 的 子 序列 {z,}， 这 意思 就 是 说 1Tzwxl->0. 
反之 ,假定 具有 和 定理 所 述 的 性 质 , 又 设 {zx} 是 满足 (8-49) 
的 一 个 序列 ， 由 1-5 节 的 定理 1-8, 存在 {zx} 的 子 序列 fy}, ER 
收敛 到 某 个 元 素 yEHi, S2=yj;—y. W z BRA 0, 因此 存在 
zi 的 子 序列 {wn}, 使 得 iTwu| > O, AG, E n= aty, 则 {vw} 
是 {wx} 的 一 个 子 序 列 且 {Lo} 在 Ha 中 收敛 到 Ty， 因 此 了 是 紧 
| Hilbert 空间 的 一 个 子 集合 B 称 为 全 有 和 界 的 ， 如 果 对 于 每 个 
e>0, 存在 B 的 一 个 有 限 子 集 G, 使 得 B 中 的 每 个 元 素 与 9 中 的 
某 个 元 素 的 距离 小 于 e， 另 一 种 说 法 是 ， 对 于 每 个 e>0, FEB 
的 元 素 C1, ++, wn， 使 得 BB 包含 在 以 wr 为 中 心 半径 为 8 的 球 的 并 
集 之 中 . | 
定理 8-16 WBE Hilbert 空间 H 的 全 有 界 子 集合 ， 又 设 {x} 
是 H 中 满足 (8-49) 的 元 素 序 列 , 并 使 得 对 于 每 个 y€B， | 
(ty, Y —> 0, 4 k> 时 (8-52) 
WW 7 — SA. A, 对 于 每 个 sa>0, FES y ARAN, 使 得 
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o | Gr, wl <e, 4k>N; yEBR- va 
证 明 BAH eo, AA BRS AAW, SF LAR Yrs", Yn 
使 得 B8 的 每 个 元 素 距 某 个 y 不 超过 2/20, HN 如 此 之 大 , 以 臻 
| (te, Yj) [<5 k>N, 1<j<n 
Ky E B 的 任 一 元 素 ， 则 存在 一 个 yj, 使 得 
Jy =y < a7 
因此 ,对 于 二 NV， | 
| (2x, y) | <| (wx, Y— y) | + | (Ep, Y) | 


<lerlly~yl | Ge, 9) |< signe 


因为 六 与 9 无 关 . iE HB, 

我 们 还 将 利用 
定理 8-17 若 如 是 一 个 Hilbert 空间 ,使 得 每 个 满足 (8-49) 的 序 
列 有 一 个 收敛 的 子 序列 , 则 H 是 有 限 维 的 . 
证 明 ”假设 五 是 无 限 维 的 ， 设 ei 是 一 单位 向 量 ( 即 @1 的 范 数 为 
1), RBs 是 由 @ 张 成 的 子 空间 ( 即 所 有 形 为 ue, 的 向 量 ,a 是 一 
纯 量 ). 因为 Vi 是 有 限 维 的 (3-3 节 引 理 8-7), 所 以 它 是 闭 的 (7-4 
节 引 理 7-12), 并且 不 是 整个 H. Wilt, 由 1-5 节 的 推论 I-14, 存 
在 一 个 向 量 e240, 使 得 (es, Vi) 一 0， 我 们 可 以 取 es 为 单位 向 量 ， 
设 Vs 是 由 ez 和 ea 张 成 的 子 空间 (HIHA A wzer 十 eaes 的 向 最 
构成 的 集合 ). Va 仍然 是 有 限 维 的 , 所 以 是 闵 的 , 但 不 是 整个 及， 
因此 , 存在 一 个 单位 向 量 6s， 使 得 (es, Vo) = 0. 继续 这 样 做 下 去 ， 
我 们 得 到 向 量 序列 {ex}, 使 得 

(8;, 6) =m j, k=l, 2,... 

《这 种 序列 称 为 标准 正 交 序列 ). 该 序列 是 一 无 限 序 列 , 因为 由 前 
n 个 这 样 的 向 量 张 成 的 子 空间 也 , 是 有 限 维 的 , 因此, 是 闭 的 , 但 不 
是 整个 A, 这 个 序列 de) 满足 (8-49)， 但 是 它 没有 收敛 的 子 序 
RW. 事实 上 ,对 于 jAk, RNA 
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le; —e@y||? = |e;l? ~ 2Re(e;, 6x) + lex |? =2 
这 个 矛盾 证 明了 H 一 定 是 有 限 维 的 . 
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现在 我 们 来 证 明 我 们 一 直 在 用 的 函数 空间 中 的 某 些 算 子 是 紧 
算 子 .我 们 的 第 一 个 结果 是 
定理 8-18 设 g 是 08 PHAM. Be s>O HR H 中 的 元 素 
序列 {o}, 使 得 
lola <0, k=1,2,.… * (8-58) 
则 对 于 满足 0<t<s KE t, 存在 {wx} 的 一 个 子 序列 {us}, 使 得 
{ous} w A ue ah, 
证 明 定理 指出 了 由 
To 一 pO， v€ H° (8-54) 
ELF T 是 从 五 * 到 五!' 的 紧 算 子 ( 见 8-5 节 ), 由 定理 8-15, 
只 要 证 明 


(vx, h)g>O0, 当天 一 co hy, hE H’ (8-55) 
| Tos] 0, 4 k— 00 时 (8-56) 
就 够 了 . 
我 们 首先 注意 到 (8-55) 冀 含 着 o 
(For, w)—->0, 4 kop, we 8 (8-57) 


FXE, #wES, HSA=F [WA GT |E|)”], WARES 并 且 有 
(8-55) 蕴含 着 (38-57)， 其 次 我 们 看 出 (8-55) 还 蕴含 着 存在 一 个 常 
数 O, 使 得 (8-58) 成 立 (1-5 WHEE I-11)。 因 此 ,出 3-2 节 的 引 理 
3-4, 存在 一 个 常数 Cl, 使 得 
| vy, | 和 Ca (8-58) 
WT neh", S 
w (E) = Fp —é) 
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于 是 ,对 于 每 个 网 函数 w, 属于 S, 并 且 由 (8-57) 
(Fos, w,)0, 4 k— co 时 
Hy 25 节 的 定理 2-10, 这 等 价 于 
F (por) —> 0, 4 k—> 00 时 ,对 每 个 8 (8-59) 
于 是 , 对 任 一 R>0, 
loml?—=({ +f, HED Fpa] laé 


<Q+R)O [1+ |E” |F lpo] [dE 


j> 


+| a+IED* Figu] aé 
ller 


<OGER+f (1+ ED” P ipn] dE 


当 Roo 时 第 一 项 趋 于 0, 因此 , 可 以 使 之 要 多 小 就 可 以 多 小 . 车 
给 定 s>0, 我 们 可 取 RAK, 使 第 一 项 <e/2, —H RRE, R 
114 24 b> co 时 第 二 项 趋 于 零 .我们 知道 由 于 (8-59)， 对 于 每 
AERE 被 积 函数 趋 于 零 . 但 是 ， 这 并 不 总 能 推出 积分 收敛 . 
为 此 ,车 能 知道 收敛 是 一 致 的 , 那 就 方便 了 .积分 的 收敛 性 就 可 由 
此 推出 ， 从 而 也 就 证 明了 定理 . 

很 幸 远 ， 帮 手 就 在 手边 ， 对 于 |n|<R<oo, BF {w} E L 
中 是 全 有 界 的 ( 见 8-5 节 )， 事 实 上 ， 由 于 Parseval 恒等式 ，2 3 
“fi FRY (2-24) 和 2-5 节 的 (2-66), 我们 有 


lw wl = | | Fo(n—£) — Fo L—-€) [raé 
= || Fø- t+) — Fo (z) |*dz 
=| |F [pe-p] dg 
=| | px) lero —1 sg 


<|n—£|*{|9(@) [Pel 20a 
显然 ， 对 于 每 个 d>0, 存在 有 RAR n”, vers g, 使 得 球 
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n=?) 一 Ea , 1<j<m (8-60) 


MET EA |n <R. RUT MF |n| <R, RA {wr 是 全 有 
Bony, 现在 我 们 可 以 应 用 定理 8-16 来 推出 结论 ， 在 [EIR p, 
(8-59) 中 的 收敛 性 是 一 致 的 . 这 就 完成 了 证 明 . 
在 我 们 继续 下 去 之 前 ,我 们 将 叙述 并 证 明 两 个 引 理 . 

3138 8-19 {RE m>0, 而 vue 0”(B"), 能 使 

Du ELEA, SF |pl|<m (8-61) 
且 有 

对 于 每 个 〖，|z|j"w(z) 在 B" 中 是 有 界 的 (8-62) 


1. SFR e>-0, Juces 

2. HFO<k<m, |uly<oo 

3. [JU AU OKEM 

4. uel” | 

证 明 BA Juco"), FE 


|DJ u| = | |Dj (@—y)u(u)dy 


<||D" je (2) | dz max |u(y) | 


SK. u,e Max 1 
le— yE lay 


其 中 下 ,i.x 依 束 于 e, wR, ARM 2e<\e|, 这 就 给 出 
RK op 

rik 
这 就 证 明了 Ju € S， 其 次 注意 到 (8 -61) 蕴含 着 对 于 lul sm, 
ErFPUE P(E (i, 2-3 节 等 式 (2-22)). 因此 ,对 每 个 b,(1 十 11)* 
x Fuc P(E"), XPW T 2， 为 了 证 明 3, 注意 到 在 6-8 节 中 所 
做 的 


\* 


| DAT |< 


F( Ju) =F j,Fu (8-63) 
由 2-5 WANE SK (2-62), (8-63) HA 
[F(T eu) |< | Fu | 


e 207 。 


CRASS 3. BUA, 我们 注意 到 ,因为 Julm 是 一 致 有 界 的 , 所 
以 存在 收敛 于 0 的 序列 {8x}, RR J ow 的 算术 平均 在 五 ”中 
Wes (1-5 节 定 理 1-9), AW Jau 在 CB") 中 收敛 到 ww(2-2 节 定 
理 2-3), 该 极限 必须 几乎 处 处 等 于 ww， 因 为 每 个 vw 属于 5, 我 们 
证 明了 we A”, 证 毕 . 
和 通常 做 的 那样 ,我 们 用 0 来 表示 E" 中 的 半空 间 t>o, 

引 理 8-20 对 于 每 个 整数 m>0, 存在 从 H™ (Q) AE) 的 
一 个 有 界线 性 映射 L, E19 

Iu=u, 在 人 中 (8-64) 
几乎 处 处 成 立 .而且 ,对 于 O<k<m, LÆ HO) 3) HEY 
的 有 界 上 映射 . 
证 明 OF uc S(Q), 定义 


Lute, t) =uls, t), t>0, «€ E” 
-> mule, —kt), +<0, cE E” (8-65) 
其 中 常数 Ar 满足 
S mA! 0< j<m (8-66) 


容易 验证 这 样 的 常数 是 存在 的 . 而 且 , rk (8-66) RIE T Lu 的 直 
Ej m 阶 的 导数 在 穿 过 1=0 时 是 连续 的 ,因此 ,Zuw Ja yO" Ca), 
AA we S§(Q), 从 引 理 8-19 FEW we A (E+) | 
于 是 
|Lulè= || GEIE +” PLu(E, 2) [dé de 

其 中 F 是 关于 变量 x€ He 的 Fourier 变换 ， TA 是 关于 二 的 
Fourier 变换 ， 存 在 只 依赖 于 % 和 的 常数 C, 使 得 

Gre tris) eo X 1+ |) Po” (8-67) 
由 此 ， 出 7-2 节 的 推论 7-6 和 Parseval 恒 等 式 (2-24), 对 于 km， 
有 
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Mulo 3 ji (1+.)€])2*| DIFLu(€, v) |'dédr 


J 


x l 
D 


=O Stren DIF Lul, t) [Edt (8-68) 
现在 ,我 们 注意 到 ,对 于 9 之 1 
fas | (1+ 1E] Diru, 一 四 | 


~ q”-tfas | (1+ |£])2*-| Di Fu(ë, 9120 
| | <q tlulio 

Chl, 6-7 47 Ssh (6-128)), FLEA (869 结合 起 来 就 给 出 

La lz<Cluly.o, O<k<m (8-89) 
其 中 常数 只 依赖 于 有 mI n. MER (8-69) A SQ) FE HA) 
HAEA SSE CL 8-1), 我 们 可 以 把 工 延 拓 到 整个 有 (0)， 
这 就 完成 了 证 明 . 
51 8-21 HFEA SHO, 存在 常数 CO, 使 得 

[vlr o SC |v |y, y E S (E”+1) . (8-70) 


因此 ,每 个 vE ASCE) O LRR GRT HO), Mili (8-70) 
对 这 样 的 2 成立. 
证 明 由 6-7 节 的 等 式 (6-128)， 


上 | 一 S|atf "a+ (ELFI Di Fu(E, t) [Pdt 
i <È feel (1+ |€|)**-?| DiFu(€, t) [Pde 
=S faif, (L+ E|) Po(E, 5) Pde 
<0 faf (1+ [)é|2 +a) FOE, x) |x 
=O loli 


这 里 我 们 用 了 2-3 节 的 等 式 (2-22)，Parseval 恒等式 (2-24)， 以 
及 不 等 式 
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k : 
> C1 -|- 16 | ) aD KO CL -+ [ E 3 .二 T2] 1/2) ok (8-71) 


r VE AY (EYD, Ste SCH *) 中 存在 一 个 在 ACE) 中 收敛 
到 ”的 函数 序列 .由 (8-70)， 这 个 函数 序列 在 2 上 的 限制 在 
HES (Q) Pes, 因为 这 些 限 制 都 属于 8(2), 从 而 它们 在 LO) H 
KORE ov, RITEAR v HQ 上 的 限制 属于 HO, 从 而 对 于 %， 
(8-70) RZ. 这 就 完成 了 证 明 ， 
定理 8- 刀 BAm>0 H {2;} Æ H” pART, 使 得 
|V| mos E (8-72) 
WW XS TET PE CO (EN)， 对 于 每 个 上 <ma， 存 在 一 个 在 HA) 
中 收 伊 的 子 序列 {pos}. EE, po) Æ (2) 中 收敛 . 
证 明 设 了 是 引 理 8-20 中 描述 的 映射 , 则 (8-72) 综 含 着 
| Lur | m<C" 

由 定理 8-18, 存在 {wx} 的 一 个 子 序 列 {g ,使 得 Oo 在 HE+) 
中 收敛 . 由 引 理 8-21, gpg;( 它 们 是 9Lygi 在 Q 上 的 限制 ) 在 fH*%Q) 
中 收敛 .这 就 完成 了 证 明 . 

现在 我 们 回 到 和 定义 在 cg 上 的 函数 空间 ( 见 8-4 节 )， 
5128-23 HrCH™”(Q). (BIZ Hr 中 的 函数 在 og 之 外 等 于 
零 . ) 
证 明 因为 2r E He 中 稠密 并 且 范 数 是 一 样 的 ， 所 以 只 要 证 明 
DGrCcH”™ (QRBT. Bve Dp, W To 属于 O” (E) ( 见 引 理 
8-20 的 证 明 ) 并 且 当 |z| > 如 时 等 于 零 . 因此 ,由 引 理 8-19, Lo 属 
FA” (E), hik, Lo 在 2 上 的 限制 (也 就 是 o 本 身 ) 属于 
H™ ° (Q) (4| 3H 8-21), 

现在 我 们 可 以 给 出 
定理 8-5 的 证 明 BR, Ne 是 闭 的 . AW, Blo} Ne 中 的 一 个 
BFS, CE He 中 收敛 到 2 WE LOr p P’ (a, t, Dy 
P' (s, t, Dv, WE, ve Nk. 这 就 证 明了 NE 本 身 是 一 个 Hilbert 
空间 . WE, (je {on} 是 入 中 满足 (8-72) 的 一 个 函数 序列 设 
4 是 Cr 中 的 一 个 函数 , 它 在 cx 上 等 于 1, 则 OY =m. Ale, 由 定 
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理 8-22， 存 在 一 个 在 Llor) PUR {ox} BFP Lost. AE 
理 8-8, 我 们 得 到 

193 — Gul m.o<C ll gs— 9x0, 4 j, k— o 时 
Aion WR Ae PU. 由 定理 8-17， 这 就 证 明了 Ne 是 有 
限 维 的 . 


8-1 解决 问题 


在 8-4 节 中 我 们 证 明了 ， 对 于 充分 小 的 有 ， 对 于 每 个 f€ 
Pion), Hi f Ne, Dirichlet fh] i (8-6), (8-7) A — A3 f HE 
论 8-12)， 在 本 节 中 我 们 将 证 明 , 只 要 上 充分 光滑 ,我 们 可 以 得 到 
一 个 真 解 ， 为 此 我 们 要 利用 一 个 正则 性 定理 , 该 定理 可 叙述 为 
定理 8-24 i P (æ, t, D) 满足 8-1 节 的 假设 . 假定 Riı>R>0, 
FEC” (or), uE An, HH 

(P(x, t, Du, Pla, t, Dv =(f, v), ve Dr (8-73) 
则 对 主 某 个 R>, 在 对 一 个 零 测 集 上 的 函数 值 进 行 修改 以 后 , 我 
WA uE). 

定理 8-24 的 证 明 并 不 是 平凡 的 ; 证 明 将 在 8-9 市 中 给 出 ， 现 
在 我 们 用 定理 8-24 来 解 方 程 (8-6)，(8-7)。 EM 8-24 的 一 个 直 
接 推 论 是 | | 
推论 8-25 BucNr, MWK R >0, uE (gp). 

为 一 个 推论 是 

定理 8-26 车 EO”(og) 并 且 fLNr， 则 对 于 某 个 及 >0， 问 题 

(8-6)，(8-7) 有 一 个 解 uC O* (oR). 

证 明 设 六 是 所 有 使 得 LN 的 GE 三 e 构 成 的 集合 . 容易 验证 

六 是 五 g 的 一 个 闭 子 空间 ， 因 此 六 本 号 就 是 一 个 Hilbert 空间 ， 

取 及 如 此 之 小 ,使 得 (8-39) 成 立 , 并 令 

(C(u, 2)) = Pw, t, Du, P' (æ, t, Dv), u, ve He 

(8-74) 

A (8-31) Al (8-40) 可 以 看 出 (Cw, DRA M 上 的 一 个 内 积 所 具 
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有 的 一 切 性 质 ， 因 而 关于 这 个 内 积 ， 是 一 个 Hilbert 空间 .其 
次 , 考虑 在 MERI 
Fv= (a, f) 
它 显 然 是 线性 的 . 因为 , 由 (8-89), 有 
| @, PISIS SIP æ, t, Dol, vE M 
所 以 它 也 是 有 界 的 。 因此 ， 由 Fréchet-Riesz 定理 (1-5 节 定 再 
1-5) ,存在 一 个 函数 we M, 使 得 
| Fou=((v, w)), vE M 
因此 (P' (æ, t, Dw, P'(æ, t, Dv) =(f, v), EM (8-75) 
RI E (8-75) ALM AM ve M 成立， 而且 对 所 有 的 ve He 
RY. 因为, 车 4 是 Ae PRERA, RNA v=o, Hep 
UE 六 而 vaENzr( 这 里 我 们 用 了 投影 定理 (1-5 节 定理 1-3) fA NA 
是 有 限 维 的 这 一 事实 (定理 8-5)). BAP’ (a, t, D)va=0 并 且 
(Ff, vs) =0, RMA 
(P' (æ, t, Dw, P’ (a, t, D)v) 
=(P (æ, t, D)w, P' (æ, t, Djv) = (f, v) = (f, ») 
这 就 证 明了 对 于 所 有 的 2€ He, 等 式 (8-75) 成 立 . 现在 我 们 注 
意 到 Ple, t, D) 满 足 8-1 节 的 所 有 的 假设 .所 以 ,我 们 可 以 应 
用 定理 8-24 来 推出 结论 ， 对 某 个 R>, wE (or). u= 
P' (x,t, D)w, FÆ, VEO”(ap)， 并 且 必 是 方程 (8-6)，(8-7) 的 
一 个 弱 解 . 因此 , 由 定理 8-1, w 是 一 个 真 解 . 这 就 完成 了 证 明 。 
我 们 用 下 面 的 结果 来 结束 本 节 . 
推论 8-27 车 以 满足 定理 8-24 的 假设 , 则 
Diu(e, 0) =0, |z|<BR, 0<k<r 
证 明 AA ue Ae, 所 以 在 乡 m 中 存在 一 个 函数 序列 {wr}, 它 
在 五" (8) 中 收敛 到 ww.， 特别 是 ,， ELO p uy, He Oe Bou Tit 
了 (zz,D)w 收敛 到 Plz, D)u, 因此 , 若 VE Dp, 我 们 有 
(u, P' (x, D)v) = lim (u, P’(a, D)v) 
=]im(P (æ, D)ux, v) 
=(P (s, D)u, o) 
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Fi, with Pæ, Du 代替 f(z, OM, (8-6), (8-7) 的 一 个 弱 
解 ， TRA WIE R>0, wEOr(on), h 8-27 FEB, SLATE 
得 是 一 个 真 解 . 


8-8 半空 间 中 的 一 些 定理 


在 我 们 给 出 定理 8-24 的 证 明之 前 , 我 们 先 来 收集 一 些 将 要 用 
到 的 知识 . 
引 理 8-28 设 丰 是 一 个 正 整 数 ， 又 假定 woEOCx (E) 使 得 对 于 
|u| <k, DwE L, il) ve H", 
证 明 Be) Os 中 的 一 个 函数 , 它 使 得 
xpa <1, EE" 
pæ) =1, |æ] <1 
BE Yr (@) =Y (@/R) 而 v8. 一 WnJw， 则 对 于 每 个 有 和 。 BRA 
Vr ES. 于 是 
ws -Tec [da 
= | (1-e)*|J.0|%d2—> 0, 4 R> co it 


因此 , 4 Roo 而 se 一 0 时 ，vg,se 一 2， 现在, 若 P(D) 是 任 一 阶 
数 <k 的 偏 微分 算 子 ,由 1-7 节 等 式 (1-102), 我 们 有 


Pep). = DTD ro 


-5y PD) ,lz/ BR) 
Rw! 
其 中 由, (©) =D) (@). And, BAAR MH BME HP u, 
P® (D) ve E, 所 以 存在 一 个 不 依赖 于 环 和 s 的 常数 ,使 得 
| P(D)vr |SK 

因为 这 对 于 任何 阶 数 <k 的 算 子 都 是 对 的 ， 所 以 在 在 一 个 不 依赖 
F RA e 的 常数 0, 使 得 | 
[Vr e| SC 

因为 or RTS, FAA LA PKA v, RNA VCH” 证 毕 . 
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引 理 8-29 设 s, 上 是 使 0<s<k 的 整数 . 假定 vlz, t) 是 一 个 定 
义 在 EO 上 的 函数 ， 使 得 对 于 1<j<n 有 ，DwE HE) 站 
O° (Het), 并且 
| |w, Dip) | < El9lrs, PE OR E") (8-76) 
则 vE ACE) | | : 
证 明 对 于 定义 在 E 上 的 函数 w (z, t), SORRKTE MA 
n 十 工 个 变量 的 Fourier 变换 ， 由 引 理 8-28， 只 要 证 明 对 于 |u| + 
j<s 有 D2DivE€ I2 就 行 了 ， 由 6-8 节 的 引 理 6-28 知道 ， 这 等 价 
THEW, WER MAE DCL? 根据 假设 , 车 j<s, 这 
是 对 的 ， 因 此 , 只 要 证 明 ete RAT. | 
4>n=(E, r). H (8-76), HEY (Dio, 四 在 H 上 是 有 
界 的 ， 因 此 ， 由 Fréchet-Riesz 表示 定理 (1-5 节 定 理 1-5)， 存 在 
—A we HF, A 
(2, Dip) =| (+ nht evida 
Bly OF E L 中 是 称 密 的 , 这 就 给 出 
D= (L+ | nl) (8-77) 
但 是 
CAMCI = ae TAT -+ ae | ee 
因此 , 由 等 式 (8-77) : | 
[| le] in ‘ae eq 一 + woe Se ; 
<m herr Ct D 
+oonst( |E] |r| fé|*+1) || (8-78) 
最 后 的 不 等 式 是 从 下 面 的 事实 得 到 的 : 
1. fa || Beem | Sah) psy |e | Me LY 
< (JEJ lrl 7+ Ele +1) (Cel EFI 
2. |ris<const()7|7%+1) 
3. PAB a +a FE (0, ce) 上 上 有 一 个 正 的 最 小 值 , 因为 在 这 个 区 
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间 上 它 是 正 的 , 而且 当 a0 Fil a> oo 时 趋 于 oo， 
4. 因此 | 
lo|s}E]?*<const(|€| |r |ti |E] e182) (8-79) 
这 可 以 从 3 得 到 , 如 果 我 们 取 a [ol / PE] R. 
我 们 现在 注意 到 ,根据 假定 , (8-78) 大 端 所 有 的 项 都 属于 D. 


FAA Oo 
(1+ |n] consti r| + IES +1) (8-80) 
我 们 知道 vE H”, 7 证 毕 
对 于 任何 实数 及 0, 令 
= (81, «+, Wi hh +, ep) (8-81) 
WR = | 
Bix (a, ©) = fut bie 01 (8-82) 
引 理 8-30 HF ue AQ), # | 
| [ò uj’ | Dul? (8-83) 
m, lO? u— Dul o0, 4 h0 Bf (8-84) 


证 明 uco E-AERRSTE, BROS) 是 成 立 
的 (因为 这 时 差 商 一 致 收 伍 到 导数 )， 而 且 , 对 于 这 样 一 些 函数 


ò ulw, t) = [Du (az", ida (8-85) 
Schwarz 不 等 式 (1-62) 给 出 
Stu (a, Dl:<| Dyula? r t) |2da 


车 现在 我 们 在 2 上 积分 ,我 们 就 得 到 43-83) . 
MA, BE uEH™ O). = 是 存 在 “个 上 而 所 到 这 的 那 种 类 
型 的 函数 序列 fo 它 在 HO) pA u. 
| Steel) — lim |8 tim) Dalal 
以 及 
Bw Dl < [0] (0 — uz) ) [9+ lS uy — Dih? 
+1 D(y,—wi"®=A+B+O 
因为 已 知 (8-83) 对 于 4 是 成 立 的 ,对 于 任何 o> 0, RWW E 
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如 此 之 大 使 得 4 和 C 都 小 于 s/3. —B k AER, RINK A Wt 
之 小 , 使 得 BAN s/3。. 这 就 完成 了 证 明 ， 
其 次 ， 我 们 用 HORER OF (Q) 关于 H” (O) MWA 
的 完 洗 化 ( 即 , Hotl dt Co (Q) fe HO PMA). 我 们 有 
引 理 8-81 若 vECTGCB2+T ,并 且 
Djv(a, 0) =0, 0<j<k (8-86). 
则 对 于 任何 sv€ HYCO). 
证 明 S 
V (T, r =y(a, t— 88), t>3e 
=0, ©. .t<de 
ABA HH ÆA (8-86), A 2eEC“ TO) ,并 且 容 易 验 证 
|v.—v|°—>0, % £0 HY 
而 且 , 对 于 每 个 e>0, Jv EOF O), FA 
[Jove = 0l? |J. (ws — o) |+ A 
< |v — ol + [7v0 —v||/9>0, 44 k—-> 00 时 
根据 Banach-Saks 定理 ([-5 节 定理 1-9), 只 要 证 明 对 任何 % 有 
[IVs lrs SM: 
RGT. 由 2-2 节 的 等 式 (2-19), 有 
j | DEJ ve |°dæ dt= ji [7 Dr |*da dt 


t>2e 


< ff | D“ »,|*da dt = f | D“y|*dadt 


因此 
[J evely,s < [olks 证 毕 . 
引 理 8-32 设 s 是 一 整数 ， 又 设 是 一 个 大 于 s 的 正 整 数 ， 若 
vE AS (Q), 并且 

| (, Dip) |SK | Ply 3,0, PECS (Q) (8-87) 
mj vE He). 
证 明 ”由 完备 化 知道 , (8-87) XF pE HE (Q) Bie, He E OED 
中 的 任 一 函数 . ae L Fe m= k BAY (8-65) RAB, 我们 有 


e 216 © 


(Lv, Dib) = [fo (æ, D Depa, tdadt 


k+i 
1 


SEY ji v(a, — jt) Dip le, i)de di 


t<0 


4 
_ j v(a, t)Dip(x, t)dedt 


ple, =e, D- Zua 一 本) 
A (8-66), RAE y 满足 引 理 8-31 的 假设 .因此 PE Ao), 
由 (8-87), 我 们 有 
| (Le, Dib) | =| (ev, Dip) | <E [e |r-s,0 
<const! yY | z-s 
把 引 理 8-29 用 到 Lv 上 去 ， 我 们 知道 LoE HS (EY, 因为 在 0 
上 1 一 2 这 就 给 出 了 vEH (0Q). iE 
引 理 8-33 对 于 每 个 + 宇 0 和 s>0， 存 在 一 个 常数 KEK, EAF 
任何 的 8 和 和 EH*t™(0) 
zess Pa | DYv|o,e+ Klolo,, 


WL. 


证 明 重复 应 用 6-7 节 的 定理 6-25 就 得 到 引 理 ， 


8-9 在 边界 上 的 正则 性 


现在 我 们 来 给 出 定理 8-24 的 证 明 . 首先 , 我们 注意 到 对 于 所 
有 的 vE CS (or), Hh (8-73) ar. 因此 
(u, P’(a, t, D)P(a, t, Dv) =Cf, v), vE Cor) | 
容易 验证 算 子 P (æ, t, D)P (æt, D) eRe. At, 38-1 
的 定理 8-1, K—-P RMR EET BH u Wa, uC? (on). 
因此 ,我们 必须 证 明 的 全 部 事情 就 是 ， 直 到 边界 t= 0, u 都 是 无 穷 
次 可 微 的 . 


为 此 , BEC È C"(cm 中 的 一 个 实 值 函 数 , 它 在 ion 附近 等 于 
F, 而 对 于 某 个 正 的 6, Hon. PHF 1. 我 们 令 
Lu, voj=(P(a, t, Du, PG, t, D)o) (8-88) 
引 理 8-84 ”存在 常数 下 ,使 得 对 于 充分 小 的 及 
| (8! (Ditu), v] — [Lu, Dror") | 


<K |v mo 之 [me (8-89). 
Vis fel . 
MA. - 
证 明 本 引 理 的 证 明 是 初等 的 ， 但 有 点 宛 长 乏味 . 证 明 是 以 如 下 
TSR EIK WE 
At WFE 00r 的 附近 等 于 零 并 且 大 充分 小 则 
fiw, t)dadt =0 | (8-90): 


2, ŠD” = Drs" | 
3. dj [w(a)o(a2) | =w (x) stve) +4 (a2) Sw (a) 
4. $f wo 在 hor 附近 等 于 零 并 且 户 充分 小 , 则 
(Siw, v) = (w, ðo) | (8-91) 
车 14 一 B| 为 (3-89) 的 右 端 所 界 住 ,我 们 将 记 为 4~B， 为 证 明 本 
引 理 ， 我 们 必须 证 明 ， 每 当 alw, t) €07 (rm lol, jol <mt, 
对 于 小 的 有 ,有 
(aD; Diu, Dv) ~ (aDru, D? Dtl6;"v) 
由 工 到 4, 我 们 有 | | 
(a Dr6s Ds Cu, Dv) = (De Dt lu, Or GD) 
oo = (DED Cu, ad;"D°v+ Dw (vr wa ha) 
~ (GaD Dr lu, Dv) 
~ (6; CaDeDeu, Dv) 
~ (8? E DiraDru, Dv) 
= (DiaDeu, E òr’ Dw) 
~ (DiaDeu, D? © 8;"v) 
= (aDeu, D'DE S w) 
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这 里 我 们 还 用 到 了 引 理 8-30, XAR T EH. 
现在 我 们 准备 来 证 明定 理 8-24. 通过 完备 化 知道 ,对 于 所 有 
WoC He, Ssh (8-73) ar ( 见 8-4 节 开 始 的 一 段 ). 设 是 本 节 
(8-9 节 ) 开 始 定 义 的 函数 . 于 是 , 由 引 理 8-34, RIIE 
| Tò; Cu), vp] < | CF, ES) +E|vln,olv)no (8-92) 
CRATER w=0), 现在， 容易 证 明 ， 对 于 充分 小 的 及 Cw IRF 
Hr, BRE, 车 {ew} 是 Cap) 中 满足 等 式 (8-12) 的 一 个 函数 序 
Fl, HPAL [us Uj moO, WY OF Cun) JAF 2r, $B. 
[Oi CE ux) — 37 Cee) |m, 0—0 
因此 , Æ (8-92) 中 我 们 可 以 取 o= 8) (Cu), OAH 
IPC, t, D)di (fu) |? <const|5} CE u) | wo 
我 们 可 以 假定 FMS Ab, 使 得 定理 8-8 成 立 ， 因 此 
[92 (Cu) [2,o<eomst( [5% (E u) [mort 98 (Lu) | 
其 中 常数 不 依赖 于 刀 。 BAO (Cu) |<] D(C x) | (5) BB 8-30), R 
Na 
153 (fu) |m o < ie R 
Te RA IREAT A. HA ò Cw) fe L? ue eB D: (C) (再 次 由 引 理 
8-30 7249), M Banach-Saks 定理 (1-5 43 72 BE 5-9) 得 到 D, (Cu) 
JRT H"(Q). SFE <n, 这 都 是 对 的 . 
其 次 , 我 们 应 用 [we] = 工时 的 引 理 8-34, 设 s>0 给 定 ， 又 设 
Ry 满足 R-e<hi< Rh, BO CO” (on) tie CHE Or, 外 等 于 零 , 而 
在 or-。 中 等 于 1, 于 是 ,对 于 5 fxn, 我 们 有 


CID; Cue] |<] ODS, DI +K lvlno $) [Del no 


因为 对 于 每 个 JS， Du 属于 H”), Estate RRI ATL 
RIFE, RINER I TRAD A, oD Cu jay A. Alb, 我 
{ay OR v=6'D; (Cu), 这 就 给 出 了 
[P Ce, t, D)ÒD; E u) |?<C [DiC u) | mo 
HE, 2 h 6-7 市 的 定理 6-26, 我 们 得 到 
|ò D; (E u) |m, o A Z 
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FC BH RR, A 8) D(C u) ze LD? 中 收敛 到 DD; (Cu), 
所 以 我 们 证 明了 ， 对 于 任何 %，j<n MARE CIN, meee 
DD;(Cu) BT H”). 继续 这 样 做 ， 我 们 就 证 明了 对 于 任何 的 
BATE C, DI Cw RT Ao). 

现在 证 明 几 乎 就 完成 了 . 我 们 知道 wEC cm) 并 且 满 足 一 个 
2m 阶 椭圆 型 方程 

P' (x, t, D)P(a, t, Du=f 

若 a (lz, 让 是 这 个 方程 中 D” 的 系数 ,我 们 知道 在 ace kale, t) #0, 
设 es>0 给 定 , NE CEO Or) E 0108 附近 等 于 零 ， 而 在 r 上 
ST 1. Sw=alu, RNA 


2m—1 
D” w= f+ > D} B;u (8-93) 


其 中 Bx 是 只 包含 关于 zw 的 导数 的 仿 微 分 算 子 ， 并 在 OR 上 有 无 穷 
可 微 的 系数 ,它们 在 Cor 附近 等 于 零 . 因此 , ST eA u, 


2m—1 
D?” Diw = DLE f+ 之 7 (8-94) 
= 


现在 ,我 们 知道 对 所 有 的 u, Diwc H” (Q). 而 且 , 由 等 式 (8-94)， 

| (Diw, Dip) | <const|p]m-1,0 PECS (Rr) (8-95) 
(8-95) MR FEA k A uR DB EH” (Q) xe SHES. 
因此 ,对 于 jsm, DiDzBrw 属于 L Oor). MAM kom, 我 们 有 

| Di DsBru, p) | 一 | (Dë D Bru, Dr "9) | 
< | DPD,Byul | Di "p| <const|@ | m-1,0 
AAS AE fle, Diwe "(8), 这 就 意味 着 对 任何 S，D%wE 
H™*(Q), 这 个 事实 以 及 (8-95) 人 允许 我 们 应 用 引 理 8-32 去 得 出 
Diw € H™ (Q). XR, HFE uMi, DEUAF H” (Q), 
于 是 , FA (8-94) 允许 我 们 得 出 
| Dew, D?"p) | <const|P|m-2,0, PE CS (or) 

再 用 一 次 引 理 8-32 表明 Diwc H”? (9). Alt, XET u, 
De (Cu) € A? (Q) ,继续 这 样 做 , 最终 我 们 得 到 , 对 于 每 个 上 和 
Dicu) EH™ (Q). 继续 往 下 证 时 ,我 们 不 再 需要 引 理 8-32 了 ， 
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我 们 只 要 把 等 式 (8-94) 对 t 求 微 两 .因此 
D+ Diw — D:D" f + S D+ DEB,u 
k= 


右 端的 每 一 项 都 属于 LP (or). Alb, area we mC, Dilu) 属 
FH HO), 继续 这 样 的 过 程 ， 对 于 每 个 如 s AC, RNA 
vijxs<ce， 在 6-8 节 中 已 经 证 明 过 ,这 就 列 含 着 Luco), 
因为 对 于 任何 之 0, 我 们 可 以 找到 一 个 所 要 求 类 型 的 5, 它 在 on。 
上 等 于 1 MURA UEO (og-。)， WEHE, 


>] 题 


8- 证 明 由 等 式 (8-41) 给 出 的 算 子 集合 是 一 个 Dirichlet 组 。 

8-3 证 明 册 等 式 (8-30) 定义 的 函数 满足 方程 (8-28) . 

8-3 证 明 由 等 式 (8-44) 给 出 的 P1(D) 是 纯 椭圆 算 子 . 

8-4 WH: 当 和 了 3 都 是 紧 算 子 时 ,ad71 二 aas7s 也 是 紧 算 子 . 

8-5 证 明 : TeRR Ti PRATER BAA BT MTR REARS. 

8-6 ” 试 证 明 ， 对 于 每 个 6>0 和 五 >0， 瑟 中 的 集合 |&| 志 五 可 以 用 有 限 个 
半径 为 6 的 球 覆 盖 住 ， 

8-7 试 证 明 (8-63). 

8-8 WH: 总 存在 常数 和 ,使 得 等 式 (8-66) 成 立 。 

8-9 WEB: 当 等 式 (8-66) 成 立时 , Lue CPC), 

8-10 证 明 不 等 式 (8-67) 和 (8-71). 

8-11 在 定理 8-26 的 证 明 中 ， 证 明 :， 关于 Hmo (O) 中 的 内 积 ， 或 由 等 式 
(8-74) BAH, M 是 一 个 Hilbert 空间 ， 

8-12 试 证 明 引 理 8-29 证 明 中 的 结论 3. 

8-13 证 明 不 等 式 (8-80)， 

8-14 车 pEC5，, 试 证 明 一 致 地 有 Cp Do, 

8-15 试 证 明 8-9 节 中 的 结论 14, 

8-16 HERA (8-93). 

8-17 证 朋 等 式 (8-85)， 
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第 九 章 一 般 区 域 


91 基本 定理 


在 第 四 至 八 章 中 我 们 已 经 会 解 带 状 区 域 、 半 空间 或 者 半球 中 
的 各 种 边 值 问题 . 特别 是 ， 只 要 慷 充 分 小 ， 并 且 在 边界 的 “弯曲 ” 
部 分 Dor 上 不 规定 边界 条 件 的 话 ， 我 们 已 经 会 解 区 域 cz 中 一 个 
谈 系 数 椭圆 方程 的 Dirichlet 问题 . 

在 本 章 中 , 我 们 要 证 明 :， 只 要 边界 充分 光滑 , 在 一 个 任意 有 界 
区 域 中 ,对 于 一 个 变 系 数 椭 圆 算 子 来 说 ，Dirichlet 问题 是 可 解 的 . 
我 们 不 去 详细 说 明 边 界 要 多 光滑 . 事实 上 , 我 们 将 总 假定 它 是 处 
处 无 穷 可 微 的 . 但 是 很 清楚 ,如 果 有 谁 愿意 去 做 麻烦 的 验算 工作 
的 话 ,那么 假定 少 得 多 的 光滑 性 , 也 将 能 得 到 同样 的 结果 . 

首先 ， 我 们 必须 定义 我 们 的 术语 ， 设 GG 是 如 中 一 个 有 界 区 
H. RI TES ee OG, 存在 2 的 一 个 邻 域 .Y a 以 及 从 .了 > 到 
集合 jz| 委 工 上 的 一 个 映射 Be, 使 得 
(a) Bz 是 一 对 一 的 . 
(b) P.le) =0, 
(o) D: AD 都 是 无 穷 次 可 微 的 . 
(d) Bs(AN sf160) 是 那些 适合 |e] < 工 的 2zE EH MBA. 

RIME G 的 边界 OG 称 为 是 光滑 的 . 和 往常 一 样 , 这 里 
E" #78 E" BI RPE wo, = 0. 

其 次 ,我 们 考虑 定义 在 G 上 的 函数 . 我 们 把 集合 OTM 定义 
为 9 中 无 穷 次 可 微 并 且 其 各 阶 导 数 都 连续 到 边界 OG 的 函数 集 
合 . 容易 证 明 , 4 OG 是 光滑 的 时 候 ,C”(C) 中 的 每 个 函数 是 OF 中 
的 函数 在 9 上 的 限制 ,但 是 ,我 们 并 不 需要 这 个 事实 . 

对 于 一 个 偏 微 分 算 子 Pæ, D)， 我 们 早已 定义 在 一 点 以 及 在 
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一 个 区 域 中 的 椭圆 性 ( 见 8-1. 节 ). 类 似 地 ,如果 Ple, D) ze G Me 

一 点 上 都 是 查 圆 的 , 我们 就 说 Pæ, DEG LERA. 对 于 一 

个 齐 次 常 系数 算 子 , 在 6-9 节 中 我 们 定义 了 纯 椭 圆 性 、， 我 们 把 这 

个 定义 推广 到 变 系 数 算 子 和 一 般 区 域 上 去 。 我 们 将 把 m 阶 算 子 

Pæ, DD) 称 为 在 9 上 是 纯 椭圆 的 , 如果 

(i) om 是 偶数 . 

Gi) Ple, DEG LÆRER, 

GD 对 于 每 个 EG 和 每 对 线性 无 关 的 向 量 &, mEB"', 多项式 
plz) =plx, €+2) (9—1). 

恰好 有 m/2 个 带 有 正 虚 部 的 根 ( 回 忆 由 3-I 节 等 式 (3-5) 给 出 的 

pa, KEX). 

Hy 6-9 节 的 定理 6-31, 我 们 有 
引 理 9-1 Bn>2, 则 每 个 9 上 的 椭圆 算 子 PCs, D) 也 是 纯 椭圆 
的 . oe | 

我 们 还 有 | 
5129-2 #Pe D) 在 G 上 是 椭圆 的 ， 并 且 存 在 一 个 zEG 和 
HEE, ne He, (Fe ry ODRA (2) (EEA m/2 个 带 有 正 
虚 部 的 根 , 则 PC, DEG 上 是 纯 椭 圆 的 . 

我 们 把 这 个 引 理 的 证 明 留 作 习题 .本 章 的 主要 结果 将 是 
定理 9-3 设 G 是 一 个 光滑 、 有 界 区 域 ， 又 设 Ple, DD) 是 一 阶 数 
m=2r WAT, EEG 上 是 纯 椭 圆 的 , 并 具有 属于 0O(G) 的 系数 . 
B N 是 由 满足 P(e, D)v=0 和 

Dv =0, 在 8G E, |p| <r (9-2) 

的 那些 vEC”(G) 构成 的 集合 ， REM 是 由 满足 (9-2) 和 
P' (a, D)v=0 的 那些 2€0™(G) 构 成 的 集合 ( 同 往常 一 样 , Pe, D) 
表示 PP(z, 了 DD) 的 形式 共 轿 , 见 1-3 节 )， RA, RNA 
1. N AN’ 都 是 L(G) 的 有 限 维 子 空间 . 
2. H FSE), 4AM4 f LN’ 时 ， 

P@, D)u=f, € G p (9-3) 
和 和 Du =0, # 84 E, lul <r (9-4) 
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Aj — Shh ue O" (4), 
3. #veEL’@,fEece"G@), # AU MARE DoE, 
有 

(u, P' (æ, D)v) =(f, v) (9-5) 
则 在 一 个 零 测 度 集 上 修改 了 函数 值 后 ,EC”(G) ， 而 且 , u if 
足 方程 \9-3)，(9-4) . 
4. 车 EL3 (A), gE” (GD)， 并 且 对 所 有 满足 方程 (9-4) 的 
wc O(G), 

Ww, P@, D)u) =, u) (9-6) 
成 立 ， 则 在 修改 了 一 个 零 测 集 上 的 函数 值 后 , v€0~(G)。 MA» 
满足 (9-2) 和 P’(z, D)v=g, 

本 章 的 其 余部 分 用 来 证 明 本 定理 . 在 9-2 节 中 我 们 说 明 可 以 

用 一 个 不 等 式 和 一 个 正则 性 定理 来 证 明定 理 9-38, 当然 ， 后 面 我 
们 必须 证 明 这 个 不 等 式 和 这 个 正则 性 定理 . 


9-2 一 个 不 等 式 和 一 个 正则 性 定理 


在 本 节 中 ， 我 们 将 说 明和 怎样 把 定理 9-3 的 证 明 化 为 一 个 不 等 
式 和 一 个 类 似 于 8-7 节 的 定理 8-24 的 正则 性 定理 .在 陈述 这 个 
不 等 式 时 ,我 们 将 利用 一 组 范 数 ， EIN ADT Ball 直 在 用 的 那些 
范 数 .对 于 一 个 非 负 整 数 b 和 一 个 有 界 区 域 9, 令 


lug- f 3) rua) aa) É (9-7) 
又 设 HORR 0~(G) 关于 这 个 范 数 的 完备 化 ， 当 不 会 产生 混 
清 时 , 我 们 将 扔 掉 上 标 G. 


我 们 还 将 对 8-4 节 中 的 记号 稍 作 修 改 ， 我 们 将 用 2 来 表示 
满足 等 式 (9-4) 的 那些 函数 UME Ce (GDM, JEN A HER 多 
FAG) PMR. 2 P(e, D) ENAZ HE. 阶 数 Sm 的 
Tit ot SEF, 则 

|P(a, D)ul <const|}%| p, wEO"(@ (9-8) 
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利用 这 个 不 等 式 , 对 于 ue AG) RAW eM Pæ, Dyu, 
我 们 的 不 等 式 由 下 面 的 定理 给 出 . 
定理 8-4 在 定理 9-3 的 假设 下 ,存在 一 个 常数 0, 使 得 
julm <O (|P (æ, Djul+|ul), we (9-9) 
注意 这 个 不 等 式 和 2-4 7 AR GK (2-44), 6-7 $ HY (6-181) 
以 及 8-4 $ BY (8-18) 这 些 不 等 式 之 间 的 相似 之 处 . 
我 们 的 正则 性 定理 由 下 面 的 定理 给 出 ， 
定理 9-5 在 同样 的 假设 下 ,车 EO0”(G), uC A, It 
(P(a, Dju, Px, DV)=(f, v), ED (9-10) 
MW vue 2H Pæ, D)wE 2, 4 Pe, D) 代 之 以 P'(z, D) 时 , 同 
样 的 结论 成 立 . 
定理 9-4 将 在 9-5 节 中 证 明 ， 和 定理 9-5 将 在 9-3 节 中 证 明 . 
现时 ， 我 们 将 说 明 怎 么 从 定理 9-4 和 定理 9-5 推出 定理 9-3.， 首 
56, 我 们 有 
推论 9-6 在 同样 的 假定 下 ,存在 一 个 常数 O, 使 得 
lvln<CUP’ Cz, Dul+ lul), vez (9-11) 
这 可 以 从 定理 9-4 以 及 P (x，D) EG 上 是 纯 椭 圆 算 子 当 且 
仅 当 P'(w, D) 是 纯 椭 圆 算 子 这 一 结果 推出 。， 因 此 ,如 果 Pe, D) 
满足 定理 9-3 的 全 部 假设 , 则 P æ, D) 同 样 满 足 这 些 假设 . 
推论 9-7 7B PF, #uCH, 并 且 Pæ, D)u=0, Il 
uCN, Bibl, oC H, IH P(e, D)v=0, MJ vEN’, 
证 明 A ucCH, FF AP, Dju=0, WH PAW eos 
(P(x, D)u, Pla, D)v) = (0, .因此 ,由 定理 9-5, ue 2. Alt, 
wuwEN， 田 一 个 结论 可 由 类 似 的 推理 给 出 . 
在 从 定理 9-4 和 定理 9-5 推出 进一步 的 结论 时 ,我 们 将 利用 
引 理 9-8 对 于 在 G 上 和 定义 的 任 一 图 数 v, $ | 
d=, EG HR 
=0, 在 G 外 
GvED, MoeH’, HA 
lolr=constjol? (9-12) 
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证 明 Svu Jo, Wo ES, 并 且 当 se->0 时 , E Lt vu, 02-2 
节 的 定理 2-3)， 而 且 , 对 于 lel <r, 由 分 部 积分 ,我 们 有 


Di'og(2) = [Dj Co- oy) dy = | jo(w—y) Yo) dy 


分 部 积分 时 应 该 出 现 的 边界 积分 ， 由 于 加 在 ?上 的 边界 条 件 而 等 
FE (HL 1-3 节 等 式 (1-27)). KIE, Æ L h Deo, > Deo, 这 就 
证 明了 2”E H", 并 且 等 式 (9-12) 成 立 (8-8 节 引 理 8-28). 
现在 我 们 可 以 证 明定 理 9-8 的 结论 1, 把 W 看 作 是 La) 
一 个 子 空间 , 并 假定 {ux} 是 N 中 的 一 个 函数 序列 , 使 得 


出 定 理 9_4 |ui <M 
| 2 | m<OM 
从 而 ， 由 引 理 9-8, 
DARSO 


woe Co 中 的 一 个 函数 ， 它 在 G 中 等 于 i， 由 8-6 节 的 定理 
8-18, 长 Ux} 一 {tty} 有 一 个 在 L? 中 的 收敛 子 序 列 . 因此 ， {ux} 有 
一 个 在 L(G) 中 收敛 的 子 序列 ， 于 是 从 8-5 节 的 定理 8-17 就 推 
WN RARER. XN 可 进行 类 似 的 推理 . : 
HK, KM 是 所 有 使 wwN 的 wE AHWR, 又 设 M 是 所 
有 使 "上 六 的 v€ 及 的 集合 (在 两 种 情形 中 正 交 性 都 是 由 L G 
中 的 内 积 来 表示 的 )。 我 们 有 
推论 9-9 存在 常数 0, 使 得 
[ul <OlPC, Dul, uc M (9-13) 
lolas CP (æ, Dol, vE MW (9-14) 
证 明 ”假定 (9-13) 不 对 . 那么 应 该 存在 一 个 M 中 的 函数 序列 {ux}， 
使 得 
lusla=1, | P(e, D)u,]>0, 有 一 co (9-15) 
根据 前 面 的 推理 , 存在 一 个 在 LP GE) 中 收敛 的 子 序列 (也 用 {fu} 来 
记 )。 由 不 等 式 (9-9)， 
ij — Ae m<O (iP (a, D) (us— u) | 
十 jw 一 wl) —>0, 4 j, b> 0 时 
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因此 , 存在 -… 个 we A, MB H H, you, BR ueCM, Ay 
P(e, Djus P(e, D)w RNA P(e, D) u=-0, Alb ue N GE 
论 9-7)， 这 只 可 能 在 w=0 时 才 会 发 生 . 但 由 (9-15), [ul»= 
lim jwxjm 一 4， 这 个 矛盾 就 给 出 了 (9-18)。 一 个 类 似 的 论证 就 证 
明了 (9-14)， 

现在 我 们 能 够 来 证 明定 理 9-8 的 结论 2 了。 假定 w€0”(G) 
是 方程 (9-3)，(9-4) 的 一 个 解 . 于 是 对 于 所 有 的 v€ 多, BINA 

(J, o) =(P (s, Du, v) =(u, P(e, D)v) (9-16) 
因为 和 ww 都 属于 多， 所 以 没有 边界 积分 。 在 应 用 分 部 积分 公式 
的 时 候 , 每 个 中 间 的 表达 式 都 是 形式 
> (€C,,D’u, Dv) 


因为 或 者 u <r 或 者 [v| <r, 所 以 当 进 行 分 部 积分 时 , 不 会 出 现 
边界 积分 ( 见 1-3 节 ).， 审 查 一 下 等 式 (9-16) 就 证 明了 ，fLN' 是 
方程 (9-3)，(9-4) 有 一 个 解 的 必要 条 件 . 
其 次 ,假定 /LNW'. 注意 到 存在 常数 6, 使 得 

tolmas IP CG, D)v|l<eloln, vEM’ (9-17) 
(推论 9-9 和 不 等 式 9-8). 因为 M' 是 五 的 一 个 闭 子 空间 ,UM' 本 
HETA H”) 的 范 数 的 Hilbert 空间 ， 从 (9-17), 我们 知 . 
道 , 若 我 们 用 

(P’(a, D)u, P’(a, Dv) (9-18) 
KRE A" (G4) 的 内 积 , M 仍然 是 一 个 Hilbert 空间 .于 是 , w, f) 
是 彤 上 一 个 有 界线 性 泛 画 .因为 , 由 (9-17)， 
| @, Al <fol lfis<cl fl] |P’@, Dol 

因此 ， 由 Fréchet-Riesz 表示 定理 1-5 PEM 1-5)， 丰 在 一 个 
GEM’, 使 得 
| (w, f)=(P’(a, D)v, P'(æ, D)g), vEM’ (9-19) 
我 们 断言 等 式 (9-19) 不 仅 对 所 有 的 EM 成 立 , 而 且 对 于 所 有 的 
”VE€ 妇 也 成 立 ， 就 是 在 这 里 要 用 到 假设 ff] NW’'， 因 为 VW' 是 有 有限 
HERI, V 是 太 (G) 的 一 个 闭 子 空间 (7-4 节 的 引 理 ?7-12)。 由 投影 
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定理 (1-5 节 定 理 1-8), 每 个 v€ 娘 可 以 写成 形式 ?= 十 ,其 中 
VEN’, it ve’ LN’, BHM, WECM. 因此, EJL, 由 等 式 
(9-19), 我 们 有 
Cf, oD =F, vo) =(P æ, D)g, PP’, Da”) 
=(P (e, D)g, P'e, D)v) 
因此 , 对 于 所 有 的 woE W，(9-19) 成 立 ， 因 为 我 们 假定 JEC” (他 )， 
我 们 可 以 应 用 定理 9-5 来 推出 结论 : u= PP’, Dg 属于 乡 ， 于 
是 ,一 个 简单 的 论证 就 证 明了 %% 是 方程 (9-3),，(9-4) 的 一 个 解 . 这 
就 完成 了 证 明 . 
ARIRE Pæ, DRR P, D), RI 
推论 9-10 对 于 9EC”(G), 当 且 仅 当 9 上 六 时 ( 即 , gEM), 
Pa, Djv=g, Œ @ P (9-20) 
存在 一 个 解 VED, 
在 证 明定 理 9-3 的 其 余部 分 时 ， 我 们 要 利用 定理 9-4 和 9-5 
的 某 些 进一步 的 推论 . 
5318 911 #ucM, 3+ 
(u, P' (æ, D)v) =0, vE 2 (9-21) 
WW u=0, 
证 明 BE g FEC? (G) HIE RL. MW g=g +g", F g EM i 
VEN (投影 定理 )。 因为 NCO(G), MURA COTE), 
由 推论 9-10, 存在 一 个 VED, 使 得 PP (wz, Div=y. AAuLy, 
由 等 式 (9-21) 我 们 有 
(u, 9)=(%, =u, P'(æ, D)v) =0 
Aik u MEA GE C"(G) IER. HA O° (G) E L(G) pH (4-6 
: 节 引 理 4-17), 我 们 必须 有 w=0. 
引 理 9-12 Bue 2(G) 满 足 等 式 (9-21), 则 ven, 
证 明 ”由 投影 定理 ,我 们 有 %=w 二 Ww, 其 中 wwEMU 而 wEN, 人 但- 
WT ve, 
(u’, P'(@, D)v) =(P(a, Dyu”, v) =0 
Ah W, PX, D) 0) =0, VED 
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由 引 理 9-11, RMA Sw =0. Ai u= EN. 证 毕 . 
现在 我 们 可 以 给 出 定理 9-3 的 结论 3 的 证 明了 . 假定 和 和 
都 是 定理 9-3 结论 3 中 所 述 的 函数 . 显然 /LN', 因此 , 由 绪论 2, 
存在 函数 Uo CD, 43 Pc, D)wo=f. 分 部 积分 ,我 们 有 
(uo Pæ, D)v)=(f, v), EY 
从 等 式 (9-5) 减 去 这 个 等 式 , 我 们 得 到 
(u— uo P(e, D)v) =0, vE 2 
这 就 蕴含 着 ww 一 ww EN( 引 理 9-12), AANCD, PURINA 
UCD, FA u ENTE (9-3) 的 一 个 解 . 这 就 完成 了 证 明 . 
类 似 的 推理 给 出 结论 4。 因此 定理 9-8 为 定理 9-4 和 9-5 所 
Ais. 
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现在 我 们 转 到 定理 9-5 的 证 明 . 证 明 的 思想 如 下 ， 可 微 性 是 
局 部 性 质 ， 因 此 ,为 了 证 明 wE€0”(G), 只 要 证 明 每 个 点 2?EG 被 
包含 在 一 个 邻 域 N h, 使 得 WE CP? CV NGA 就行 了 . 

HA, BRIDES BAA. Hu ke 9-5 的 假设 ， 对 于 
PEO, RNA 

(u, P(a, D)P'(a, Djp) =(P’(@, D)u, P’ (a, Djp) 
=(f, p) (9-22) 

显然 , P(w, D)P' æ, D) 是 一 个 2m 阶 椭圆 算 子 (验证 这 点 !). 因 
为 椭圆 算 子 是 形式 次 椭圆 算 子 (3-1 节 引 理 3-2), (9-22) 式 的 任何 
弱 解 属于 O(G) (8-1 节 定 理 3-1), 因此 , 满足 定理 9-5 的 假设 的 
每 个 函数 属于 C”(G) 所 以 剩 下 来 只 需要 研究 边界 点 就 行 了 . 

设 HOG 上 的 一 个 点 。 由 9-1 节 所 给 出 的 光滑 性 的 定义 ， 
存在 x? 的 一 个 邻 域 AO 和 定义 中 给 出 的 满足 (a) B BH He, 
于 是 , 对 于 在 .外 等 于 0 的 那些 v2€ 多 ， 等 式 (9-10) 成 立 委 不 待 
言 ， 对 于 zEAN NG, Fy-O(@), f(y) =-JI@, uy) =u, 
其 中 J 是 变换 的 Jacobi FAS. HL, J 属于 OTM), IFA. 


市 229 e 


有 一 大 于 0 的 正 下 界 . 4 
Ply, Dy) =J?P (a, Dz) (9-23) 
其 中 Dy 表示 关于 坐标 y WR. 容易 验证 ， 当 Pie, D) ATE 
圆 算 子 时 , Py, Dy) 也 是 纯 椭 圆 算 子 ， 因 此 ,等 式 (9-10) wae 
(Ply, Duly), Ply, Diw) = (fF, w), WE Dir 
(9-24). 
CW 8-4 节 关于 Ge He 的 定义 ). HOR Ce 中 的 一 个 函数 , 它 
在 Ora 上 等 于 1 并 在 ca 外 等 于 零 . TE, Cu BT Hi MH, 等 
JÑ (9-24) 给 出 
(Ply, Dy) Cu, Py, D,)w) =(f, w), WE Zina 
因 为 属于 P/a 中 的 函数 在 0172 外 等 于 零 ， 而 在 O12 内 Cu=u, 现 . 
在 我 们 能 够 应 用 8-7 节 的 定理 8-24 了 . BA, JEO). 因此 ， 
由 此 立即 推出 , 存在 一 个 R>O, (HB UCC (or). BHAA, 我们 
知道 , EC (NNG), 其 中 AT= 有 :te， 是 刀 的 一 个 邻 域 . 
因为 z? 是 6G 的 任意 点 ,由 此 推出 “EC”(G) ， 而 且 , 如 果 我 们 把 
8-7 节 的 推论 8-27 应 用 到 ww 上 去 ， 我 们 就 知道 % 的 所 有 阶 数 <r 
的 导数 在 2ocp LEETE., WHEE, 我 们 就 知道 尺 的 所 有 这 些 时 
数 在 ViNneG 上 等 于 零 . 因此 , 由 此 推出 uc J, 
HK, & v= JAPE, Du, W) ve CrG), F BAER (9-24) 给 出 
(2, Py, Dywly)) =F, w), WE Piya 
在 8-2 节 中 已 经 证 明 过 ， 这 就 蕴含 着 2 的 所 有 阶 数 小 于 7 的 导数 
在 bor 上 等 于 零 . 这 还 蕴含 着 % 的 这 些 导 数 在 GNN 上 等 于 
=, Alt, P(w,，D)w 也 属于 2. 
因为 Pa, OEG 中 是 纯 椭 圆 的 , 并且 它 的 系数 属于 C“(G)， 
所 以 我 们 知道 用 P'(z, DRE PCa, D) 时 , 定理 也 成 立 ， 这 就 完 
成 了 证 明 . 


9-4 一 些 引 理 


在 证 明定 理 9-4 之 前 ,我 们 给 出 一 些 技术 性 的 引 理 ,在 证 明定 
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HO 的 这 种 不 等 式 时 它们 是 有 用 的 ， 和 通常 一 样 , RIU K 
表示 Zr 人 中 的 半空 间 t> 0, 
3138 9-13 #vCH™ (0), HAC on 外 等 于 零 ， 则 存在 只 依赖 
于 m 的 一 个 常数 。 使 得 OO 
C*)0| mo<[0lm<c]%|mo (9-25) 

证 明 从 8-4 节 的 不 等 式 (8-87) 和 (8-41) 可 直接 推出 这 些 不 等 
引 理 9-14 设 G 和 Gi 是 有 界 区域 ， 并 假定 存在 一 个 G 到 G1 上 
药 一 对 一 的 映射 ,使 得 TB HO 都 是 无 穷 次 可 微 的 . 于 是 , 存在 
一 个 只 依赖 于 m, G FD 的 常数 6 使 得 

culs< ie<elvls, uE H” (9-26) 
其 中 名 是 由 (GB (2z)) -u@) 定义 的 . 

本 引 理 是 定义 的 简单 推论 . : 

引 理 9-15 设 G 是 一 个 有 界 光 滑 区 域 . USE m>0 和 每 个 
8>0, 存在 一 个 常数 K, 使 得 


Hell mase lel m+ jul, we H” (9-27) 
在 证 明 这 个 引 理 时 , 我 们 将 利用 
引 理 9 16 设 G 是 一 个 有 界 、 光 消 区 域 . Ve ee, Vg ERE 
G 的 开 集 合 , 即 


MAESA PaE 的 O~ ee 这 就 是 说 ， 存在 非 
Sh PRE C3, +, Ca 使 得 CLE CO Va), FFA 


È hC) =], ZEG 
证 明 ”因为 Vy 是 开 集 合 ， 我 们 可 以 找到 更 小 的 开 集合 Un TEAS 
UCV, 并 且 Ur W E G (验证 这 点 )， 对 于 每 个 令 Pr 是 
.OF (PD 中 的 一 个 非 负 画 数 , CEU 中 不 等 于 零 ( 见 1-8 节 )。 4 
Ja, BING 
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Č, = Pr , ISkxq (9-28) 


容易 验证 刀具 有 所 要 的 性 质 。 
现在 我 们 可 以 给 出 
引 理 9-15 的 证 明 AAG AAI, 所 以 对 于 每 个 2€6EG, 存在 
一 个 邻 域 .了 和 一 个 满足 OL F(a.) 到 (d) 的 映射 ©. 因为 6G 是 
有 办 的 ,可 以 用 认 限 个 这 样 的 邻 域 ,例如 A,…',Ai, 盖 住 6G. 它 
们 和 和 一 个 使 得 GocG 的 区 域 Go 一 起 ， 构 成 一 个 他 的 有 限 开 覆盖 
(证 明 这 点 )。 M3 9-16， 存 在 一 个 从 属于 这 个 覆盖 的 一 个 C” 
单位 分 解 C1, mens Lari( 我 们 到 Car EOF (G0)). 令 G,=GNM,, 
XA u HG) PREKA. O ubr MRA, RNA 
je ie vi 1S | Ur j n met SOL | 26 Uy | a KD ley, j mod 
<col ugl mi, o< > (e |ts |m, ot K | ux! 0,0) 
<cod (e irl +E ||) Sead Celurl + K lun!) 
<cs(ejuja tK huls) 
其 中 我 们 已 经 用 了 8-8 节 的 引 理 8-33 和 引 理 9-13 和 9-14, 我 们 
还 做 了 一 个 无 害 的 假设 , 即 G 包含 在 2 中 .最 后 一 个 不 等 式 证 明 
T3. 


9-5 不 等 式 


现在 我 们 可 以 给 出 定理 9- 和 4 的 一 个 证 明 . 我 们 的 第 一 步 是 证 
明 该 定理 其 实 是 局 部 性 的 ， 
引 理 9-17 不 等 式 (9-9) 成 立 的 一 个 必要 充分 条 件 是 每 个 点 
WEE 有 一 个 领域 A, 使 得 
[ulm OP, D)ul+ ul), EDNO) (9-29) 
证 明 这 个 条 件 显 然 是 必要 的 ， 为 证 明 它 是 充分 条 件 ， 假 定 每 个 
2?EG 有 这 样 一 个 邻 域 。 因为 G 是 有 界 的 , 所 以 存在 和 有 限 个 这 举 
的 邻 域 , 它们 盖 住 G， 把 它们 叫做 .AT pp BEL, oe, Cuil 
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从 届 于 这 个 覆盖 的 一 个 O” 单位 分 解 ( 引 理 9-16), VE ue 2 h 
任何 一 个 函数 ， 于 是 , Gu INC (My), 并且 由 (9-29) 和 引 理 
9-15, 有 


|e m= [E bru] <E] Carell 
Se, UC] PC, D) (Cate) fl + | See) 
Sead] oxP (a, D)ul+K|lulln—s 


<Fulmtes(|P(@, D)ul + ful) 


这 就 证 明了 对 于 vE 多 ，(9-9) 成 立 ， 通 过 完备 化 就 知道 ， 对 于 所 
有 的 vE 及 ，(9-9) 成 立 ， 这 就 完成 了 证 明 . 

从 引 理 9-17 立即 推出 ， 为 了 证 明定 理 9-4 只 要 证 明 ， 每 个 
OCG 有 一 个 邻 域 .人 ,使 得 (9-29) 成 立 ， 首 先 , 假定 oo 是 一 个 内 
点 ， 于 是 我 们 可 以 取信 如 此 之 小 ,使 得 .NV 和 边界 不 相交 ， 于 是 
(9-29) 可 从 下 面 的 引 理 9-18 推 得 . 

引 理 9-18 3 Plo, Dito EG 是 椭圆 弄 的 并 且 具 有 连续 系数 ， 
则 存在 邻 域 信使 得 
lulas CPC, Dul lul), wE OF (N) (9-30) 
证 明 由 2-4 节 的 不 等 式 (2-44), 存 在 常数 ou 使 得 
[wi m<ca(|P(D)vlo+ lvl m+), vES 
其 中 PCD) =P@®, DD)， 因 为 范 数 | [nA [nH CT @ bE 
等 价 的 ( 引 理 9-8), 这 就 给 出 
juln<cs CPD ull + Julm), EOD 
现在 P(e, D)=P(D)+ X b, @œ)D" 
其 中 如 (zw) 都 是 连续 的 并 且 在 w 处 等 于 零 ， 因 此 , 存在 邻 域 WV, 
使 得 | 
|P(@, D)u—P(D)ul< $ esluln 
因此 ， 
UlaS! P(e, Djui t lulm-, wv EON ) 
而 且 , 由 引 理 9-15, 存在 常数 K, 使 得 
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colulms< lulat E lul 


把 这 些 不 等 式 结合 起 来 , 我 们 得 到 (9-80). 这 就 证 明了 引 理 9-18, 
为 了 完成 定理 9-4 的 证 明 , 我 们 只 需要 考虑 边界 点 . 设 ?是 

2G 上 的 一 个 点 ， 根 据 9-1 节 中 给 出 的 光滑 性 的 定义 ， 存 在 刀 的 
一 边 邻 域 . 信 以 及 满足 9-1 节 中 给 出 的 (a) 到 (d) 的 一 个 函数 瑟 
用 等 式 (9-23) 定义 Ply, D). 于是, 由 8-4 节 的 定理 8-6, 存在 
一 个 常数 or, 使 得 

lw |m ocr (lP Cy, D,) wl + jew), wE Ds, 
由 引 理 9-14, ARAA A 

[etl m<cx(| P(e, Dyul + lul), vE PNN) 
这 就 是 所 要 的 不 等 式 ， 因 此 , 就 完成 了 定理 9-4 的 证 明 . 


9-6 RA a + 


一 个 算 子 P(e, D) 在 一 个 区 域 G 中 称 为 强 椭圆 的 , 如 果 存在 
一 个 光滑 函数 y(z) ,使 得 对 于 每 个 EG 和 每 个 实 疝 量 & 基 0, 有 
Rey (a) p(z, §)>0 (9-31) 
其 中 p(w, SE Pe, OHER. BA, —-PRMBAT RAHA 
算 子 ( 见 BLA). 可 能 不 那么 显然 的 是 
引 理 9-19 AG pS LA SE DE 
证 明 ”因为 当 n>2 时 ， 每 个 帆 贺 算 子 是 纯 椭圆 算 子 (51 9-1), i 
我 们 只 需要 对 m=2 证 明 引 理 . 然而 ,我 们 的 证 明 将 对 任意 的 % 成 
x. 国定 ZEG, 而且 令 
pE) =r (a) pt, £) 
我 们 必须 证 明 m FE Be, HERE RE ESE SE EE E, n, z 
的 多 项 式 
Q(z) =p É+) (9-32) 
PFA "oz72 个 带 正 虚 部 的 根 ， 令 
P(E) = Rep (E), pa (É) =Imp(é), EEE" 
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FE (8-31) HM FEAK a E40, A - 
pi(€)>0 (9-33) 
本 为 | Pé) = (—-D "pi (E) | 
这 就 证 明了 m 是 偶数 .而 且 , H (9-33) 可 推出 多 项 式 
E Qo(2) = pı (E +2n) 
没有 实 根 。 因为 谈 多 项 式 的 系数 都 是 实数 ERR- EELU 
对 的 形式 出 现 的 . 因此， 它 恰好 有 m/2 个 带 正 虚 部 的 根 . 其 次 ， 
考虑 多 项 式 
Q,(z) =pi(E ten) Hispa Eten). (9-84) 
当 o RN, H (9-33), Q.(2) 没有 实 根 ， 这 些 多 项 式 的 系数 
jo TEMES, FH x? 的 系数 是 
P1 Cn) + ispa(n) 
对 于 KHS, 它 的 模 有 正 的 下 界 . 因此 , 当 s->0 时 , Q, (2) 的 根 收敛 
到 Qo(z) 的 根 (4-4 节 引 理 4-14) ， 因 为 Q。(e) 不 可 能 有 实 根 ， 所 以 
当 s 一 0 时，Q@ (2) 的 根 都 不 能 穿 过 实 轴 . 因此 ， 对 于 每 个 实 的 
s, Qs(2) 的 位 于 实 轴 上 面 的 根 的 个 数 必须 等 于 Qo (2) 的 位 于 实 轴 
上 面 的 根 的 个 数 . 特别 是 ， 当 s 一 1 时 也 是 这 样 。 因为 Q(z) 恰 好 
有 m/2 个 根 位 于 实 轴 之 上 , 因此 @ 一 定 也 是 这 样 的 情形 .这 就 
完成 了 证 明 . | 
我 们 指出 , 存在 非 强 椭圆 的 纯 椭 圆 算 子 . 一 个 简单 的 例子 是 
oO 
P(x, & =G+8-H+iG4+ HEF (9-35) 
相应 的 算 子 , 它 在 到 中 是 纯 椭圆 的 , 但 不 是 强 椭圆 的 . 
温 椭 圆 算 子 的 重要 性 由 下 面 的 定理 9-20 显示 出 来 。 
定理 9-20 车 也 (z,， 刀 ) 满 足 (9-31), 则 存在 常数 也 使 得 . 
[P (a, D)-+hy@)lu=f (9-86) 
对 于 每 个 JE Ce (@ 和 每 个 > 有 BR 有 唯一 解 w€ D, 
定型 的 证 明基 于 下 面 的 属于 G&rding 的 引 理 (1953). 
3138 8-21 # Pœ, D) 满 足 (9-81), 则 存在 常数 co>0 AK, te 
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Re(y(e)P(a, D)w, u)Seolul2—K]ul? (9-87) 
WFAN ue D Rew, 
我 们 将 在 9-7 节 中 证 明 这 个 引 理 ， 现 在 我 们 来 证 明 怎 么 能 够 
用 它 来 给 出 
定理 9-20 的 证 明 AX P, D) 是 纯 椭 圆 算 子 ， 所 以 只 要 证 明 ; 
当 用 Pl, D) 十 和 7 RE P, Di, N=N'= {0} (定理 9-3) 就 
FT. 因为 Y(z) 是 G 上 的 光滑 函数 ,并 且 在 9 上 不 等 于 零 (否则 
(9-31) 不 能 成 立 )， 所 以 存在 正常 数 po， 使 得 在 @G 上 ræ | 之 p. 
BEA EEE AT (E +D” 的 数 ,并 且 令 
Pilo, D) =y) P(e, D) +Aly(@) |? 
于 是 , H (9-37) 
Re(Pi(%, D)u, u)>|ul?, ED (9-88) 
这 就 证 明了 满足 Pi1(z，D)w=0 的 唯一 的 ve? fe u=-0. WH 
(9-88) 给 出 E 
Relu, Pi, D> lul? «ED 
因此 ,满足 Pi(w, D)u—0 的 唯一 的 we DH u—0, B f EG) 
中 的 任何 函数 . 则 由 定理 9-3, 存在 
Pi, D)u=yf | 
的 唯一 解 vE 今 ， 两 端 除 以 ,我 们 得 到 方程 (9-36)。 这 就 完成 了 
TE BH, 


9-7 Garding 不 等 式 


现在 我 们 给 出 引 理 9-21 的 证 明 . 由 分 部 积分 ,对 于 w, ve, 
有 | 
(7@) P(e, D)u, v) =b(u, v) 
| = © (blo) Dru, Dw) (9-39) 


lz, vier 


注意 到 不 出 现任 何 边 界 积分 项 , 因为 在 每 一 步 ,作用 到 % 上 去 的 是 
阶 数 小 于 的 求 导 运算 。 还 注意 到 
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Re © be @e*=y@pG, £) (9-40) 


 lel=ivi=r 
Ho E GW, AS 
bolu, v) = 2 (bno (2°) D’u, Do) 
我 们 有 
引 理 9-22 存在 常数 co>>0 M K, 使 得 
| Re bolu) >colui?—K |u|’, vED 
其 中 bolu) =bo (u, u). 
51 9-233 存在 w? 的 一 个 邻 域 人 ,使 得 . 
CD) —Bo(u) |< $ colul, uE) (9-41) 


$trp b (u) =b(u, u). 

暂时 把 这 些 引 理 的 证 明 搁 一 下 ， 我 们 来 说 明 怎 么 能 应 用 这 些 
引 理 来 证 明 引 理 9-21， 由 引 理 9-28， 每 个 x? 有 一 个 邻 域 .信使 
得 (9-41) 成 立 ， 因 为 是 紧 的 ,所 以 可 以 用 有 限 个 这 种 .人 一 一 辟 
如 说 与 点 好 …，w? 相对 应 的 N14，…，-N 4 一 一 盖 住 98， 设 1 
…, Cg 是 一 个 从 属于 这 个 覆盖 的 单位 分 解 C” (5 9-16). 4 
Ur =ru, AAX FRE ax， 


(> a.) <q $ og (9-42) 
成 立 ， 由 引 理 9-22 和 9-28 我 们 有 
Ro Sb (te) > $ I eeluel?—Z Ki 


>col|ulz—K | wl? (9-43) 
其 中 co=minc,/2¢ 而 K 充分 大 . 其 次 注意 到 
blu) -Eblu = BS Gp@) Du, D"u) (9-44) 


广 是 另 一 个 分 部 积分 的 练习 ， 由 引 理 9-15, 存在 常数 0, 使 得 
[b(u) Eb) |< > ns 
把 这 和 (9-48) 结 合 起 来 就 给 出 
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Reb (a) > 3 coulè- (K +0) ful? 


由 不 等 式 (9-31)， RERIN, 
现在 我 们 转 刘 、 
引 理 9-22 的 证 明 只 要 证 明 o 
Re bow) >col vo]? K lol, vE Hr (945) 
BLAST. RA ry STH 9-8, MEE OED, oc 五 ”5 并且 等 式 (9-12) 
UIE. 因此, (9-45) Fie 5] 9-22, 而 且 , (9-45) Ws - 
Re bo (v) Scol o|? ~ Klvl?, vENS. ci (9448) 
所 统合 ， Ay S tE Hh Pa 所 以 ,只 要 证 明 (9- 16) RT. 然 
而 ，(9-46) 等 价 于 


[aeDrimatae 
<| ERez bus C2") EHAR] | Fo] dE 7 


由 等 式 (9-40) 和 不 等 式 (9-31)， 存在 常数 a>0, 使 得 
Re 之 buw (og alg" (9-47) 


另 一 方面 , 存在 常数 0, 使 得 
5 TE 


lul +i vl<im 


因此 ， 一 切 都 化 归 为 证 明 ， 存 在 常数 co> 0 入 ,使 得 
co(1+ JEN” ‘<alg|"+K, ECH (9-48) 
这 就 完成 了 证 蝴 . | 
引 理 9-23 的 证 明 我 们 有 
SO |b Cu) —b Cuo) | <max B16, (2) — burla?) | ful? 


由 系数 的 连续 性 ， RATU N 如 此 之 小 使 得 这 个 最 大 值 想 要 
ZA BEZ A). 


9-8 强 解 和 弱 解 
在 第 五 章 的 一 开始 我 们 定义 了 Cauchy 问题 的 强 解 . 类 似 地 ， 
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我 们 可 定义 Dirichlet 问题 的 强 解 . MT LCV), HED h 
的 一 个 函数 序列 {eat , LiFe 
ur —> u, P(e, Duff, E LCG) P (9-49) 
RATEDE u C L? (G) 是 方程 49-3) AI (9-4) 的 一 个 强 解 . 和 Cauchy 
问题 的 情形 不 同 , 我 们 有 
定理 9-24 函数 wuE€I3(G) 是 方程 (9-3),(9-4) 的 强 解 , 当 且 仅 当 
u€ H FEWE (9-3). 
证 明 EUCH, WHS PREP RRP {uy}, 它 在 H”) 
Hisku, H (9-8), Æ L(G) P Pl, Du P l, Du 车 
满足 (9-3)， 我 们 知道 (9-49) 成 立 。 反之， 假定 tw} CD 满足 
(9-49), H (9-9) 
[uy — Ure m=O (IP (æ, D) (uy — ur) | + | uj — wl) > 0 
因此 , 存在 一 个 GE 互 ,使 得 在 H”) 中 ww->w， 特 别 地 ,wx 在 
EPG) pka wo 因此 w==w a. e. 根据 上 面 的 推理 , 方程 (9-3) 
成 立 . 
定理 9 25 阁 fEZL3(G) 并 且 f LN ， 则 存在 一 个 w€E 有 AM, ww 满足 
方程 (9-3). 
证 明 在 0~(G) 中 存在 一 个 函数 序列 (fi, 它 在 LG) 中 收敛 到 
了 .我 们 写作 Se= fit fy 其 中 ALN’ iit SEN. AHN aG), 
我 们 有 太 ECO”(G) WH 
fie Si+ Fal? =[fe—f |? > 0 

At, Æ L t fof. 由 定理 9-1， 存 在 一 个 函数 几 E 乡 ， 使 得 
P(e, D= fh. | 

其 次 ,我 们 记 =u tur HhuiecMmucy, Aw, RN 
A P(e, Djur= fr.. 由 推论 9-9, 

Iw — urla Olf — fkl > 0 

因为 大玉 ”(G) 的 闭 子 空间 ， 存在 一 个 wwE 必 ， 使 得 在 AMG 
中 wx 一 w， 最 然 ,4 满足 方程 (9-3)， 这 就 完成 了 证 明 . 

如 同 我 们 对 Cauchy 问题 的 情形 所 做 过 的 那样 ， 我 们 可 以 定 
X Dirichlet 问题 的 弱 解 . 对 于 JE LAG), RITKE ue LGE 
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方程 (9-3) ，(9- 全 的 一 个 弱 解 , 如 果 
(u, P' (æ, Do) =(f, v), vED (9-50) 
(Plw, Dyw, w) = w, P'e, Dw), v, WED (9-51) 
由 等 式 (9-16)， 易 见 每 个 强 解 都 是 弱 解 . 若 JEG), 定理 9-3 
说 每 个 弱 解 属于 OD, 若 只 知道 了 属于 (9G)， 我 们 不 能 说 出 那么 
强 的 结论 , 但 是 我 们 有 
定理 9-26 方程 (9-3)，(9-4) 的 每 个 弱 解 是 强 解 . 
证 明 车 4 满足 等 式 (9-50), RNA usw tu”, 其 中 ww 上 WN， 
wWeN, 因此 ww 也 是 弱 解 于是， 等 式 (9-50) 蕴 仿 着 LN. A 
此 ,由 定理 9-25, FEE WOM, w4 P, D)w=f, A, w 
也 是 一 个 弱 解 , 从 而 
(w —w, P'le, D)v) =0, vED 
由 引 理 9-11, w=w, A | 
u=wiuw’CH HHA Ple, Du=P a, D)wtu") =f 
这 就 完成 了 证 明 . 


因为 


9-9 例 外 R. 


定理 9-20 说 ， 只 要 Pw, D) 是 强 椭圆 型 的 并 且 和 充分 大 , 则 
对 于 每 个 ECQ™(G) ,方程 (9-36) 有 唯一 解 %€ 多 ， 车 我 们 应 用 定 
理 9-25, 我 们 有 
定理 9-27 若 志 (2， 信 是 强 椭圆 型 的 ， 则 只 要 和 充分 大 ， 对 于 每 
个 JE LAG), 77 E (9-36) A i—i ue H, 

我 们 将 证 明 得 稍 多 一 点 . 我们 将 证 明 
EH 9-238 APs, D) 是 强 椭圆 型 的 , 则 至 多 存在 一 个 没有 有 限 
极限 点 的 复数 的 可 数 集 ， 使 得 每 当 入 不 属于 了 时 , 方程 (9-36) 
对 于 每 个 EL (G) 有 唯一 解 wEH. 

在 证 阴 本 定理 时 , 我 们 将 利用 下 面 两 个 事实 . | 
引 理 8-29 假定 5S 是 一 个 从 (GD 到 太 中 的 有 界线 性 算 子 ， 则 
S 是 一 个 从 L(G) 到 自身 的 紧 算 子 ， 
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5178 9-39 4K t+ Hilbert 空间 到 目 身 的 紧 线 性 算 子 , 则 
使 得 
(一 人民 )v 一 0 (9-52) 
有 非 零 解 的 点 入 所 构成 的 集合 是 可 数 的 并 且 没 有 有 限 极 限 点 . 
定理 9-28 是 这 两 个 引 理 的 简单 推论 . eh, RRR 
9-20 中 给 出 的 数 . 那么 , 对 于 每 个 JE LG), Ae 
[P(e, D)+2R y(a)Ju=f 
有 唯一 解 we H, 如果 我 们 把 v eM SS, 我 们 知道 5 是 一 个 从 
LOA H 的 线性 算 子 。 根据 推论 9-9， 这 个 算 子 是 有 界 的 。 因 
此 , 由 引 理 9-29, S L(G) EW PRAT. Fit. 6 
[P(a, D) +r (a2) Ju=0 
则 [Z+ (A-2R)Sy(@) Ju=0 
H u0, 则 入 应 属于 一 个 没有 任何 有 限 极 限 点 的 可 数 集 .同样 的 
推理 证 明了 
[P’ (a, D)+ry(@)]v=0 
只 能 对 属于 这 样 的 集合 的 和 才 有 解 2% 圭 0. 现在 我 们 应 用 定理 9-25 
来 达到 想 要 的 结论 . 
引 理 9-29 的 证 明 Kivu 是 到 (GD 中 的 一 个 有 界 序列 . 则 {Swx} 
EH 中 的 一 个 有 界 序列 .由 引 理 9-8, MTR DOC, 0ER", 
并 且 等 式 (9-12) 成 立 ， Tk, RP k, EP wxE 乡 , 使 得 


|| vy, — Sux m< 天 


因此 ， {od 是 五 " 中 的 一 个 有 界 序列 . 和 在 引 理 9-8 的 证 明 中 那 
FE, 这 就 蕴含 着 存在 一 个 子 序列 {wr}, 它 在 到 中 收敛 ， 显 然 , 这 
就 草 含 着 在 L(G) 中 (Su) 是 收敛 的 . 

引 理 9-30 的 证 明 假定 引 理 不 对 .那么 就 应 该 存在 一 个 由 不 同 
的 复数 构成 的 序列 Lad, 使 得 

| Ax | <C 
还 存在 一 个 非 零 元 素 的 序列 u), 使 得 
(I— xK jup =0 
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首先 ， 我 们 断言 好 是 线性 无 关 的 ( 见 4-3). 因为， 如 其 不 然 的 
话 , 就 应 该 存在 一 个 整数 j, 使 得 

Uji = QU oy 
而 ea, …, Ww 是 线性 无 关 的 。 令 Bx 二 1/ 和 (注意 没有 一 个 入 会 等 
FH). TH | 


(K — By) u%,=0 
因此 Ko Uj41= ai By ty t+ + +a; By uy; 
而 Biti Uje1 = 4 Bjr tt + oy Girl 
因此 ad(Bi 一 GD 十 二 oj(Bi 一 Bu 一 0 


AA us, …, wi 是 线性 无 关 的 ,所 有 的 系数 必须 为 零 . 因为 B 是 
都 不 相同 的 , 这 吏 意 味 着 所 有 的 ox 都 等 于 零 . 因此 w+ 一 0， 这 是 
与 我 们 的 假设 相 予 盾 的 ， 因 此 ,ww 是 线性 无 关 的 . 
设 Ly, 是 由 us, e, wz 张 成 的 子 空间 .那么 对 于 每 个 ,Lx 是 
一 个 闭 子 空间 (0-4 节 引 理 7-12)， 因 为 FEAR EG RAY, Ln 是 
Lx 的 真子 空间 .因此 , 存在 一 个 元 素 wn © Lx, 使 得 
| [wel = 1, we L Lr- 
(15 节 推论 1-4). KL, 映射 到 它 自 身 ， 因为 车 
U = AU + py 
必 有 Ku=o1 Bi 十 二 om By uy 
还 注意 到 
(K — By) u = 01 By Uat + + or 1 Bua Ura 
Alt, K — Br JE Le EIS Lr. 现在 , 若 Jk, 则 我 们 有 
K (w; — wr) = (K — 8) w — K wrt Bi w 
= B;[w;— A; Kw, — (K — B) w;)] 
ME Kw E LC Lii, MK -B)w 属于 Li. 因此 


|K ww Sle 
这 就 证 明了 Kus 不 可 能 有 一 个 收敛 的 子 序列 ， 与 假定 太 是 紧 
的 这 一 事实 相 矛 盾 . 因此 这 样 的 序列 {hx} 不 可 能 存在 ， UE, 
在 下 面 某 一 节 中 ,我 们 将 更 仔细 地 来 讨论 例外 集 2， 
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9-1 


9-2 
9-3 


9-4 
9-5 
9-6 
9-7 
9-8 
9-9 


9-10 
9—11 
9-12 
9-13 
9-1.4 


>] 题 
车 6G 是 光滑 的 ， 会 证 明 0~(G) 是 由 Co 中 的 函数 在 G 上 的 限制 所 组 
成 . 
证 明 引 理 9-2, 
证 明 Plz, DAG HEARD AW, 当 且 仅 当 P'(w, DAG HRA 
圆 型 的 . 
证 明 椭 贺 算 子 的 积 是 椭圆 算 子 . 
证 明 引 理 9-14, 
证 明 引 理 9-16 的 证 明 中 的 第 一 个 新 言 . 
证 明 由 方程 (9-28) 给 出 的 函数 是 一 个 从 属于 覆 凋 {C 直 的 单位 分 解 . 
斌 说 明 怎 样 去 求 得 在 引 理 9-15 的 证 明 中 所 叙述 的 子 区 域 G4. 
证 明 由 等 式 (9-23) 给 出 的 算 子 是 纯 椭 圆 的 当 且 仅 当 PO, D) eA 
的 . 
证 明 由 等 式 (9-35) 给 出 的 算 子 是 纯 椭圆 型 的 但 不 是 强 椭圆 型 鸭 。 
证 明 不 等 式 (9-42). 
证 明 等 式 (9-44). 
证 明 不 等 式 (9--47)， 
证 明 不 等 式 (9-45). 
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第 十 章 — RW fh Wh a 
10-1 问题 的 陈述 


因为 在 解 有 界 区 域 上 的 Dirichlet 问题 时 我 们 曾经 是 如 此 之 
成 功 ， 所 以 我 们 很 想 知道 是 否 可 以 把 我 们 的 结果 推广 到 更 一 般 的 
边 值 问题 . 本 章 我 们 将 证 明 推 广 某 些 定理 是 可 能 的 , 但 是 为 了 做 
这 种 推广 工作 , 我 们 必须 处 理 几 个 新 的 问题 . 

第 一 个 问题 是 如 何 表示 我 们 的 边界 条 件 . 在 第 六 章 和 第 七 章 
中 , 我 们 用 常 系数 偏 微分 算 子 来 描述 在 一 个 超 平面 上 的 边界 条 件 ， 
当 我 们 处 理 山 面 的 时 候 , 我 们 必须 小 心 。 我 们 将 假定 边界 条 件 的 

Qla, Dul) =0, 在 6G 上 ,1<ij<r (10-1) 
其 中 Q 是 系数 定义 在 整个 他 上 的 偏 微分 算 子 。 车 系数 只 定义 在 
2G 上, 这 就 等 价 于 假定 可 以 把 这 些 系 数 光滑 地 开拓 到 内 部 . 当然 ， 
WR Qs 的 系数 和 OG 都 充分 光滑 的 话 , 这 种 开拓 总 是 可 以 的 . 

5 — 7S fa) BEE PAPO AL EM, «= 对 于 Dirichlet 问题 这 是 
简单 的 , 这 就 是 对 于 Pw, DRERI P(e, Dh AREY 
边界 条 件 组 成 的 问题 ( 见 9-1 节 定 理 9-3) 然而 , 在 一 般 情 形 , SESE 
问题 不 一 定 有 和 10-1) 同 样 的 形式 的 边界 条 件 ,更 说 不 上 是 由 同样 
的 算 子 构成 的 了 .有 儿 种 妥善 处 理 这 个 问题 的 方法 , 而 我 们 选择 最 
简单 的 一 种 方法 . 我 们 将 求 得 形 为 (10-1) 的 边界 条 件 的 一 个 子 类 ， 
它们 具有 以 下 性 质 : 共 轿 边界 条 件 由 同样 形式 的 边界 条 件 组 成 , 虽 
然 它们 通常 包含 不 同 的 算 子 ， 我 们 称 这 个 类 为 正规 边界 条 件 ， 在 
8-3 节 中 我 们 碰 到 过 一 种 特殊 情形 . 在 10-4 节 中 我 们 将 更 充分 地 
讨论 它们 ， 和 Dirichlet 问题 的 情形 一 样 , 可 以 借助 于 一 个 不 等 式 
和 一 个 正则 性 定理 来 证 明 主 要 的 定理 .这 个 不 等 式 和 正则 性 定理 

9 244 9 


Al—-A KT SEH UE ERE 10-8 PSR. EN 
ne 明 在 10-4 到 10-6 节 中 给 出 ,在 140-2 节 到 10-6 节 中 ,所 有 的 
司 题 都 是 在 半球 on 中 考虑 的 . 本 章 的 剩余 部 分 将 证 明 这 个 特殊 
een 全 出 完全 的 解答 . 
现在 我 们 米 陈 述 这 个 主要 结果 ， 假 设 如 下 : 
(a) G 是 带 有 光滑 边界 6G 的 有 界 区 域 ( 见 9-1 FP). 
(b) Ple, D) 是 一 个 系数 属于 0~(G)， 阶 数 m=27 的 纯 椭 圆 算 
子 . 
(c) Qi(z，D),…, Q, (x, DD) 都 是 系数 属于 O° (G), Kam; <m iy 
偏 徽 分 算 子 , 使 得 
(i) m; 是 不 同 的 
Gi Æ Gæ, D) 是 QG, DWAR, M4 we OG HH v #0 
在 点 xo MRIEZRF CG 时 gi (xo, v) #0. 
(d) #4 xoECG, €#0 在 xo 处 平行 于 EG， 并 且 zv 关 0 在 xo 处 正 交 
于 0G, 则 zz 的 多 项 式 
dilo, Ezr), °°, Ur (Xo, §+2v) 
是 模 
p(2) = (2—-11(€, v))e =t, CE, v)) 
线性 无 关 的 ,其 中 (E, z) 是 
P(xo, €+2v) =0 (10-2) 
AY a IE E BY AR COL 6-7 节 ). 
Fi Q W Eo), W AR RPA Q 称 为 正规 的 . 若 Q W 
E (d), WBE {8@;} TEE P. 我 们 将 证 明 
定理 10-1 在 上 面 的 假设 下 ， 
.存在 一 个 由 了 个 边界 算 子 构成 的 正规 组 1 小 , 它 盖 住 P(x, D) 
HERH Pæ, D), FF AEE uco G) 满足 (10-1) 的 充 要 条 
件 是 
(u, P’v) = (Pu, v) (10-3) 
对 于 所 有 满足 
O(a, D)v(@) =0, 在 6G b,1i<j<r (10-4) 
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Wyo REE. RZ, ve O°) w E (10-4) Wy FE AR EE ET 
E (10-1) i we Om G@) ER (10-8) 成 立 . | 
2. 存在 常数 0O, 使 得 对 于 所 有 满足 (10-]) 的 wE0”(G) 
(ulm <O Ud Pul + jul) (10-5) 
成 立 . 
3. 设 N 是 由 满足 (10- 攻 和 Pu=0 的 那些 vEC=(G) 构 成 的 集 
E, TN 是 由 满足 (10-4) 和 Po= 0 的 那些 vuEC=(GB) 构 成 的 集 
合 , 则 LN’ 都 是 有 限 维 的 . 
4. $F SEO), 存在 一 个 满足 (10-1) 和 Pu=J 的 wE O° OW FH 
要 条 件 是 了 LN'， 类 似 地 , 对 于 gE 0~(G)， 存 在 一 个 满足 (10-4) 
和 Po=gy H v CO" (G@) hy RAE g LN, 
5. Hue L(G),fEO~(G), 并 且 
(u, P’v)=(f, v) (10-6) 
对 于 所 有 满足 (10- 和 的 EcL, M uE ER 
测 集 上 修改 函数 值 后 ) 并 且 满 足 (10-1) 和 Pu= 
本 章 专 门 用 来 证 明定 理 10-1i. 在 10-2 节 至 10-4 节 中 问题 限 
于 半球 on E. SRA, W 10-5 节 到 10-9 节 中 我 们 说 明 怎 样 利用 
所 得 到 的 这 个 结果 去 处 理 一 般 的 区 域 ， 许 多 技巧 在 前 几 章 中 都 已 
经 用 过 , 并 且 不 需要 更 多 的 新 的 技巧 . 
本 章 的 结果 属于 Schechter (1964 和 1959b), 


10-2 在 ox 中 的 问题 


如 同 我 们 在 第 八 章 所 做 过 的 那样 ,我们 首先 研究 在 区 域 cg 中 

的 问题 因此 ,我 们 要 去 求 
Plx, t, Dulx, D =f (z, Ò, Hor (10-7) 
Qx, 0, D)ulz, 0) =g), |x] <R, 1<j<r (0-8) 
的 解 。 和 以 前 一 样 ,我 们 假定 P(x, t, DÆ m=2r 阶 纯 椭圆 算 子 
(H 6-977), 其 次 我 们 取 了 和 yg; 为 无 穷 次 可 微 函 数 . 最 好 的 情形 
是 当 方 程 (10-7)，(10-8) 对 每 一 种 f 和 g; 的 选择 有 一 解 。 显然 ， 
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这 样 的 情形 不 能 发 生 ， 除 非 对 每 一 种 g; 的 选择 , 存在 一 个 满足 
(10-8) 的 wE0”(orn)， 而且 ，8-3 节 的 引 理 8-4 给 出 了 发 生 这 种 
情形 的 一 个 充分 条 件 , 即 Q, 可 以 被 作为 Dirichlet 组 的 一 部 分 , 根 
据 定 义 我 们 有 
引 理 10-2 BQ; 可 以 被 作为 Dirichlet 组 的 一 部 分 ， 当 且 仅 当 
Q; 的 阶 数 m 都 是 不 同 的 ， 而 且 在 6 (YX，0，J) 中 DY 的 系数 在 
Oo r 上 不 等 于 零 . 
具有 这 种 性 质 的 算 子 组 被 称 为 是 正规 的 . UN RR ATT ARR EQ; 
形成 一 个 正规 组 ， 我 们 可 以 找到 一 个 满足 (10-8) FY R BL uo, FF 
减 控 这 个 函数 .这样 做 将 改变 函数 4， 但 将 把 边界 条 件 (10-8) 化 
为 
Q(z, 0, D)u(z, 0) =0, 1x|<R,1<j<r (10-9) 
如 果 我 们 能 解 用 了 一 P(x, t D)wuo 代替 了 的 问题 (10-7) 和 (10-9)， 
把 这 个 解 加 上 wo， 我 们 斌 得 到 问题 (10-7)，(10-8) 的 一 个 解 。 因 
此 ,考虑 问题 (10-7), (10-9) 就 足够 了 ,我 们 总 是 假定 Q 的 阶 数 m 
都 小 于 m, 
如 有 果 我 们 遵循 前 两 章 的 方法 ， 我 们 需要 对 本 问题 定义 一 个 弱 
解 . 为 了 这 样 做 ,我们 需要 与 8-2 47 SN (8-18) 相当 的 一 个 等 式 ， 
下 面 的 定理 就 是 为 了 这 个 目的 . 设 Cr 表示 CO” (Cr) 中 在 O10 2 附 
近 等 于 零 的 那些 函数 的 集合 . RNA 
定理 10-8 Z Qr o, Q 是 阶 数 小 于 m 的 算 子 的 一 个 正规 组 . 则 
存在 一 个 正规 组 Q, =, Q, 使 得 vEC” (cr) 对 所 有 满足 (10-9) 
的 we CR 满足 
(P(e, t, Du, v)=(u, P’(a, t, Do) (10-10) 
的 充 要 条 件 是 | 
Q; (a, 0, Dolz, 0) =0, |z| <R, l<j<r (10-11) 
这 是 下 面 的 定理 的 一 个 容易 得 到 的 推论 ， 
EH 10-4 E Qu …, Qn 是 一 个 m 阶 Dirichlet 组 ， 则 存在 一 个 
m 阶 Dirichlet 组 Qi, =, Qn, 使 得 对 于 wwE Cr MoE (or), 
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(P(x, t, Dyu, v) — (u, P’(x, t, Dv) 


(10-12) 
R. 
证 明 ”我 们 可 以 假定 Q 是 j 一 1 阶 的 ， 由 8-3 节 定 理 8-2, 


Di 一 $) Aal, DAQ, 0, D),1<j<m (10-13) 


其 中 Ag, 满足 在 8-3 节 中 所 规定 的 条 件 . 如 果 我 们 把 (10-13) 代 
入 8-2 节 的 等 式 人 8-10) ,我 们 得 知 等 式 4(10-12) 的 左 端 等 于 


ni j —_———- 
一 4 > | > An, (a, D) Qr, O, D)u Np de 
=] J 207R k=l 
m j ee 
=--~i>> Q(x, 0, D)u Aml, Dr) N wda 


j=1 k=1J) D073 
- | Qele, 0, DDUR, 0, D)vda 
其 中 Aly 是 Ap, RIE, 并 且 
Qn_xr1(%X, t, D) =4 名 Ay, (X, D,) Nj, Ts 雪人 名 (10-14) 


TE, Ni 构成 了 一 个 Dirichlet 4. MAN; Wet mj. A 
此 ay 的 阶 数 <j, Q; 中 Dj 的 系数 是 Am-+1; m—j+140,m, 它 是 一 
个 非 零 函数 .因此 ,9 构成 了 一 个 mr 阶 Dirichlet 组 . 证 毕 . 
现在 我 们 准备 来 定义 问题 (10-7)，(10-9) 的 弱 解 ， 设 Vs 是 
由 满足 (10-9) 的 那些 w€ C48 构 成 的 集合 ， 又 设 V 是 由 满足 
(10-11) FY BRS DE Cr 构成 的 集合 ， 假 定 4 JEC (op) 使 得 
(u, P' Cx, t, Do)=( f, v), vEVe (10-15) 
那么 我 们 断言 各 满足 方程 (10-7) 和 (10-9)， 第 一 部 分 就 象 在 8-2 
节 中 那样 得 到 验证 ， 为 了 证 明 第 二 部 分 ， 设 《是 Ya 中 的 任何 函 
数 . 由 8-3 节 的 引 理 8-4, 存在 一 个 2€ Cnr, 使 得 
Q(z, 0, D)o(x, 0) =0, 1<jxr 
. 一 QH 0, D) u(x, 0), <j <m 
把 这 代入 (140-12) 并 且 注 意 到 EY, 我 们 有 
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Sf RG 0, D)ul*de~ 0 


因为 “是 任意 的 ， 我 们 知道 &% 消 足 (10-9). AF ROR, ASR 
(10-15) SE, 我们 将 说 wE Po 四 是 问题 (40-7)，(10-9) 的 一 个 
ie. 我们 有 

ER N 10-5 ee 7), (10-9) 的 一 个 弱 解 属于 0° (5r), 则 该 
mene 10-8 的 结论 的 边界 算 子 称 HRT P AQ; SESE 

HAT). WME, KFEM RIMES A. ABT, 我们 注意 到 

引 理 10-6 Bi} HHP SQ) HH, Wie RFP 4A 

{Qi} FESR. 


10-3 解 法 


上 两 章 的 解法 每 一 个 都 是 建立 在 一 个 不 等 式 和 一 个 正则 性 定 
理 的 基础 上 的 .这 里 我 们 可 以 同样 进行 。 首先 我 们 来 陈述 我 们 的 
假设 . 
1. PO, 0, D Æ m=2r tH ILE (网 6-9 77). 
2. Qoo Q RMT mm 的 算 子 组 . 
车 qy, t DEGE, t, DMEM, MIF E 中 的 每 个 
ELO EIR g;(0, 0, E, T) 是 模 
Pa lE, T) = (Trl) ) e rE) (10-16) 
线性 无 关 的 ,其 中 re (EE pO, 0, € at) WA A IER TRA. 
4. Pi ORAT CoCr). 
5. tice P Pæ, t, Dem By. 
HRA 3 成 立 , 则 我 们 将 说 @; RAE P ( 见 6-7 节 定理 6-15), 
我 们 有 
定理 10-7? 车 假设 1 到 5 成立, 则 存在 常数 CO 和 ,使 得 
julm oO (iP a, t, Dud + lu 
+ SQ, 0, Djula, 0) [nm uE Ce (10-17) 
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注意 到 范 数 | .|;。 是 在 Q 上 取 的 ， 而 范 数 l 是 在 BZ" 上 取 
的 , E" 也 就 是 OQ. B An 表示 Oe 关于 范 数 | lao 的 完备 化 .我 
们 的 正则 性 定理 是 
定理 10-8 # fCO°Gr), uC Ae, HH 
(P(e, t, D)u, P(e, t, D)o) + Q(@, 0, D)u(e, 0), 


Q; (a, 0, D)v(@, O) ) m--m;—1/2 = Cf, v), ve Cr (10-18) 
则 存在 一 个 及 >0, BE UC OM (on), 

和 通常 一 样 ， 在 一 个 零 测 集 上 修改 函数 值 后 定理 10-18 的 结 
论 成 立 ， 我们 还 将 需要 一 个 关于 共 轿 边界 条 件 的 定理 . 
定理 10-9 车 边 界 算 子 的 正规 组 Q) mE P， 则 每 一 个 相对 于 
PAHZHMWRE (Ot mE P WERKIE P, 

这 个 定理 将 在 10-4 节 中 证 明 ; 将 在 10-5 节 中 证 明定 理 10-8, 
而 在 10-6 节 中 证 明定 理 10-7， 现 在 让 我 们 来 说 明 这 些 定 理 起 
么 能 帮助 解决 我 们 的 问题 . 如 同 我 们 在 第 八 章 所 做 的 那样 ， 
借助 于 在 8-4 节 中 给 出 的 不 等 式 (8-8， 我 们 可 以 对 we 
定义 Ple, t, Du. RNB WAG, 0, Du, 0) 定 义 为 
Ae EN) PCR. BOR LA ae BA TP a) ae OK ik BY. 
定理 10-10 对 于 k>1, 

[o (æ, 0) |3rx-12 S21v|k,s, VESC) (10-19) 
证 明 ”我 们 采用 在 6-7 节 中 引 理 6-17 的 证 明 中 用 过 的 同样 的 技 
巧 . 由 6-6 节 的 引 理 6-14, 对 于 YE 已 (0， oo), 


yO |?<2 $ [| Diy) [Pax (10-20) 
RL. A i= AHEM y= Fol). WA END = Dy, 
因此 
| Fo(E, 0) <2 $) (1+ ED [| Duroc, #) [Pat 
(10-21) 
ETUR (+EH 并 且 关于 二 积分 ， 我 们 得 到 想 要 的 不 
等 式 . 
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推论 10-11 £ QO, it, DD) 是 一 个 系数 在 SCQ) 中 阶 数 二 m 的 算 
F, 则 -s 
IQ(a, 0, Djolæ, 0) |stm-x-172 8&0 |v] mys (10-22) 
证 明 FF a(@) ESEJ. Jul <k, 
|a(a) Drv (x, O) sm | DY 0} mrs SO |V] mys 

从 这 个 推论 我 们 看 到 ， 当 * RFH”! (OQ) 时 ， 我 们 可 以 把 
Qi;(w, 0, D)o(@, O 定义 为 五 ”V2(B") 中 的 一 个 元 素 ， 设 Me 
是 出 那样 一 些 vE 及 ,构成 的 集合 ,它们 满足 (10-9) 和 


P(e, i, D)w=0, 在 cg 中 (10-23) 
MBE N'he 是 满足 (10-11) 和 
P'(w, t, D)v=0, For # (10-24) 


的 那些 vE Ae 构成 的 集合 ， 和 在 第 八 章 中 一 样 , 我们 有 
推论 10-12 WTA R, Nr M Ne 是 有 限 维 的 . 
证 明和 8-4 节 的 定理 8-5 的 (在 8-6 节 末 给 出 的 ) 证 明 是 一 样 
的 . 
推论 10-18 # uC Me, 则 存在 一 个 忌 >0, 使 得 vE C“ (Cp). 
这 是 定理 10-8 的 一 个 直接 推论 . 
推论 10-14 Hove Mp, WHE R >O, 使 得 2€0”(ap)， 
证 明 AAP O, 0, D)=PO, 0, D), 它 是 纯 椭圆 型 的 ,根据 定 
理 10-9, Q; HEP. Ait, RIITAA HEE 10-18, 
定理 10-15 SEFE Lk WHET 及 >>0 和 一 
Ay PR Be uw E O° (on), 使 得 方程 (10-7), (10-9) E or 中 成 立 . 
证 明 ”我们 仿照 8-7 节 定 理 8-26 的 证 明 . 令 
((u, v)) =(P (a, t Du, P'le, t, D)») 
+D, 0, D)u(a, 0), 
(æ, 0, Due, 0)) m—m,—1/2 (10-25) 
AM 是 使 v | NW, 的 那些 wE 在 构成 的 集合 。 由 定理 10-7 和 推 
论 10-12, 我 们 有 
lul? oO (lu, W), uE M (10-26) 
( 见 8-4 节 定理 8-10 的 证 明 )， 因此, M 是 关于 内 积 (10-25) 的 一 
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个 Hilbert 空间 .因此 , 存在 一 个 wE M, 使 得 

((w,v))=CF, V, vE M (10-27) 
因为 了 | Wy, 对 于 所 有 的 vE Hp, (10-27) 成 立 ， 现 在 定理 10-8 告 
PRR, OTE RO, uE Or). Su=P'(a, t, Dw., W 
uc O*(or), m e FEI (10-7) FE op 中 的 一 个 解 . 因此 ， 方 程 
(10-10) 对 于 所 有 的 EVRE. 由 于 引 理 10-6, 这 就 蕴含 着 4 满 
足 方程 (10-9). 


10-4 共 m 组 


在 本 节 中 我 们 给 出 定理 10-9 的 证 明 . 如果 ve O° (ox) 满足 
Q,(a, 0, D)v(a, 0)=0, 1L<jxp (10-28) 
的 充 要 条 件 是 
Q, (æ, 0, D)v(a, 0)=0, 1<j<¢q (10-29) 
Wie, WEBI Qu, +++, Qp, 和 Qs, =, Qo 叫做 等 价 的 ， 我 们 将 证 
明 等 价 的 正规 组 包含 同样 个 数 的 算 子 ( 即 p=9), 并 证 明 在 每 个 组 
的 算 子 中 间 正 好 可 找到 有 同样 阶 的 算 子 ， 事实 上 ,我 们 有 
引 理 10-16 i m, m 分 别 表示 @ 和 人 的 阶 数 . 若 组 是 正规 且 
等 价 的 , 则 p=g HARA (mn) Aim AMA. WE, 存在 一 个 
算 子 集合 {Lx(%w，Dz)}, 使 得 


Q, 0, D)= 3} Aale, DAQ, 0, D) (10-30) 


并 且 
(a) 对 于 Mj 一 Mx, A jy, FE — PES HK, 
(b) Ay, 的 阶 数 <m — my. 
《和 通常 一 样 , (b) 被 解释 为 ,车 mm 就 意味 着 An =O, ) 
证 明 根据 引 理 10-2, @ 被 包含 在 一 个 Dirichlet 组 {8 让 中 .根据 
8-3 节 的 推论 8-8, 
Q(x, 0, D) = Apna, De), 0, D) 
其 中 
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(a) MF m= ml, Ap 是 一 个 非 零 函 数 . 
(bh) An HBT <M m 
RIBA, FF Ot ARETE QG 中 的 一 个 , AFi, 40 
因为 ,车 An #0, 就 应 该 存在 一 个 gE OF (Corr), E4 Ang #0. 由 
8-3 节 的 引 理 8-4, 存在 一 个 VE Cr, Wi 
Q(z, 0, D)vj@, 0)=0, jk 
=g, jak 
因为 Qh RE Q 中 , 所 以 "满足 方程 (10-28) , 但 是 Q (x, 0, D) v= 
Agg #0, 与 两 个 组 是 等 价 的 这 一 事实 相 矛 盾 . 从 这 个 事实 我 们 还 
看 到 ， 若 以 不 是 @ 中 的 一 个 ， 则 没有 Q, 可 以 有 和 QO 一 样 的 阶 
数 ， 因 为 这 样 的 话 ， Ar 应 该 是 一 个 非 零 函数 ,与 我 们 刚才 证 明 过 
的 事实 相 了 矛盾， 因此 ,7 可 以 在 mx 中 找到 ， 交 换 两 个 组 ,我 们 知 
道 wo RE m 中 被 找到 ， 这 就 证 明了 引 理 . 
其 次 令 Ple, t, D) 是 一 个 m MAAS. 我们 有 
引 理 10-17 车 一 个 正规 组 {3 BLE P(e, t, D), 则 每 个 等 价 的 
正规 组 也 盖 住 Pw, t, D). 
证 明 ”根据 定义 ， 多 项 式 gO, 0, E DRM pE, DRETA 
的 ( 见 10-3 4). 车 {Q,} 是 任何 等 价 组 , 则 等 式 (10-30) 成 立 ， 设 
a(t, Dz) 是 Ap, 的 主 部 ， 则 等 式 (10-30) 列 含 着 
qi(0, 0, £, TF) =DAw(O, 的 ax(0 0, E 7) (10-81) 
其 中 
(a”) 对 于 m= m, Aw 是 一 个 非 零 常数 . 
(b") Xx(0, 所 的 次 数 <mj—m,, 
假定 存在 常数 ez 使 得 a9;(0, 0, €, 1) p E, 7) 的 一 个 倍数 ， 
则 
Vaid, €)) a0, 0, & 7) 


同样 是 p; (6, 7) 的 一 个 倍数 . 
根据 假设 , IMAR A 
21 cihm(0, E) 一 0. 对 每 个 (10-32) 
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根据 Ca”) 和 (b"), 这 就 依次 蕴含 着 a; SPR. KE G, wee P, 
下 面 的 引 理 是 定义 的 平凡 的 推论 . 
引 理 10-18 车 卫 是 一 个 m=:27 阶 算 子 并 且 Qi,…,Q; 是 一 个 正 

规 组 , 则 所 有 相对 于 了 和 Q HIE I 都 是 等 价 的 
现在 我 们 可 以 给 出 | | 
定理 10-9 的 证 明 根据 引 理 10-17 和 10-18, 只 要 求 得 一 个 相对 
FPM 共 斩 的 盖 住 P 的 组 就 行 了 ， 由 引 理 10-2, Q 包含 在 
一 个 m By Dirichlet 组 中 .根据 定理 10-4, 存在 一 个 Dirichjet 组 
Q, EZR CADRA. Huas, M), vOs, A) RE u, v, 
并 令 X->ce， 这 给 出 
(p(0, 0, D)u, v) —(u, p (0, 0, Dw) 
-$f u0, 0, Dyuga, 0, Dvd 
(10-33) 
其 次 , 设 EE E*, pC OF (E*), WK g, hE EDS. 令 
ulm, t)=e*pla)g(t), va, t) =6" "p Aw) hQ) 
RAZR (10-83) 且 令 A> 0， 我 们 得 到 


| ec 0, £, Ddg@ ht) — g) p (O0, 0, E, Dh) )dt 


31,0, 0, £, D) gO0) Jra, 0, & DIRO) 


(10-34) 
A E0 固定 , MIRE AOE | 
p (0, 0, €, D)k(=0 t>0 (10-35) 
q; (0, 0, €, D)h(O)=0 1<jx<r (10-36) 

的 一 个 解 . | 

Fy 6-4 节 的 定理 6-8, FE — gC S(O, oo0), 使 得 

pCO, 0, &, Dig) =h) t>0 (10-37) 
qi(0, 0, £, Diy) g@) =0 i<j<r (10-88) 


代入 等 式 (10-84), 我 们 得 到 
| Lac) [Pde ~0 
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这 就 证 明了 及 C) = 0, 因此 方程 (10-35)，(10-36) 的 每 个 解 恒 等 
TE. 6-445, 7) 0, 0, E, DER DLE, DRAIN. 这 就 
证 明了 Q 盖 住 已. 显然 ,它们 是 相对 于 了 与 {Q} 共 因 的 、 因 此 ， 
定理 证 毕 . | 

推论 10-19 一 个 正规 组 盖 住 卫 当 和 且 仅 当 每 个 相对 于 了 号 次 

BR 2H FE a AY TE PLA RE P. 


10-5 正则 性 定理 


在 本 节 中 我 们 给 出 定理 10-8 的 证 明 .， 很 幸运 , 这 在 8-9 WL 
FHT. 在 现在 这 个 情形 中 , RMK u, 2?] 作 为 等 式 (10-18) 的 
左 端 , 代替 De 和 Hr 我 们 要 处 理 的 是 Zp 和 Ae, EB 
验证 在 新 的 条 件 下 8-9 节 的 引 理 8-34 成 立 , 因为 当 我 们 知道 它 成 
MRF, 证 明 的 进行 几乎 和 8-9 节 中 所 做 的 完全 一 样 。 在 证 明 中 间 
不 等 式 (10-17) 代 震 了 8-4 节 的 定理 8-13, 

为 了 证 明 8-9 节 中 的 不 等 式 (8-89)， 我 们 在 引 理 8-34 的 证 明 
中 列举 的 事实 里 加 上 两 条 
5. 对 每 个 实 的 8 

(dfw(a, 0), væ, 0)),= (w(e, 0), òr ole, 0)), 

- (10-39) 
6. 对 于 光滑 函数 a(z) MLR s, | 
| (aw (a, 0), v(x, 0))s— (w(a, 0), av(a, 0)),|<Cl|w],_x]o], 

(10-40) 
其 中 常数 C 只 依赖 于 w Fils, E 

在 证 明 5 和 6 之 前 ， 我 们 来 证 明 怎 样 利 用 它们 来 得 到 想 要 的 
不 等 式 . 注意 到 只 要 证 明 ( 用 8-9 节 的 记号 ), 对 于 lelle] <m- k, 

(a.D°d; Dlu(@, 0), D’u(a, 0) Jeria 

~ (aDeula, 0), DDS v (s, 0) ) wri (10-41) 
MT, H5, 6 和 定理 10-10, (10-41) 的 左 端 是 


» 255» 


~ (Ded? Ds lu, aD°v) 19™ (DeDi lu, 67* (aD) )z+119 
= (DD, aðr” Dv + Dv (a) 6; a) essa 
~ (raD Digu, Dv) prisas 
~ Oia l Dr Deu, Dv) x+1/2 
~ (OPC DiaDeu, Dv) pra 
~ (DiaDeu, ©87"D°v) yr 
~ (DiaDeu, D687") usa 
= (aDeu, dD? Srv) 4172 
这 就 证 明了 在 新 的 条 件 下 引 理 8-34 成 立 . 现在 我 们 就 可 以 和 8-7 
节 定 理 8-24 的 证 明 一 样 来 进行 证 明了 、 : 
剩 下 要 证 明 5 和 6、 前 者 是 简单 的 , 因为 根据 定义 容易 证 其 
F (Stu) = 元 (e4*— 1) Fv, (10-42) 
为 证 明 6, & e(E) = (+ JED, 并 对 实 的 s 由 
 FLfu= Pu 
EETL, RUE 
引 理 10-20 wets, tMacN, 
|° (av) ato] < Osalo lost-a oE) Rae) [aE 
(10-43) 
证 明 由 2-5 节 的 定理 2-10, 我 们 有 
(2 m)" Dav) —aL*v) 
=F | [p(€)"—pE—n) I Ful- n) Pun) dn 
(10-44) 
因此 , 它 的 五 ' 范 数 是 有 界 的 , BA 


| [p(+)*—p(+—n)*1Ful>—n) li| Fa) dn 


= {lpC +n) ToC +n)’ pC) Ful) fol Fan) lan 
(10-45) 
所 界 住 。 但 是 , 由 3-4 节 的 (3-48) 和 (3-49)， 
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yp lo (E+ -pO CoE pH (40-465 
E PE+n) EPE om)" = (40-47) 
利 VES 估计， 我 们 看 到 等 式 410-45) 为 (10-48) 的 右 端 所 界 住 ， 
HEEN T WEH. 
推论 10-21 对 于 a€s, 

| Cau, vya— (u, avja| Cu oa (10-48) 
FLAY BC 只 依赖 于 s t Ala, 
证 明 = (10-48) 的 左 端 是 

| L” (au) —alPsu | ss lv | sr 
由 引 理 10-20, 这 是 为 (10-48) 的 右 端 界 住 的 . 
为 证 明 (10-40), 我们 只 要 在 (10-48) 中 取 t1=0。 
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现在 我 们 给 出 定理 10-7 的 一 个 证 明 . 因为 已 有 可 以 使 用 的 
结果 ,我 们 的 工作 是 比较 简单 的 ， 首 先 , 我 们 将 需要 
引 理 10-22 对 每 个 整数 >1,，s 宇 0, Me>0, 和 存在 常数 K, W14 
[wr as SElulr s HE lulos, uE H" (10-49) 
证 明 “从 不 等 式 (6-129), (6-130) 和 6-7 节 的 定理 6-25 立即 得 
到 这 个 不 等 式 . 
现在 我 们 给 出 | 
定理 10-7 的 证 明 由 6-7 节 的 定理 6-26, RNA 
(timo SCOPO, 0, Djul = lu 
+ |Q;(0, 0, D) uC, 0) |m m1273) (10-50) 
现在 假定 了 和 8; 的 系数 在 or 中 光滑 ， 特 别 是 通过 取 R Z, 
可 以 使 它们 与 其 在 (0, 0) 点 的 值 任意 接近 . wae e>O, Hy 3-2 
节 的 引 理 3-4 和 不 等 式 (10-49)， 
ILP (æ, t, D)—P(0, 0, D)Jul<eluln.ot Klu] 
(10-51) 
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+H. 
中 [oo 0, D) ~Q,(0, 0, D) Julw, 0) Imma 


<s $ | Diu(e, 0) ln sit E St |Diula, 0) [asa 

™ = (10-52) 

于 是 , 由 定理 10-10, | 
| Diu Ca, 0) | m-a SOlu] mo 

以 及 .Div (x, 0) | m—j-32 SO | &| m-1,0 
再 应 用 一 次 引 理 10-22 可 以 证 明 (10-52) 的 左 端 由 elwlm,ot+ K [lull 
界 住 . 若 现在 我 们 把 这 些 不 等 式 应 用 到 (10-50) 上去, 则 得 到 不 等 
式 (10-17), 但 右 端 还 要 加 一 附加 项 Oslv|。o。 我们 取 s 如 此 之 小 


使 得 Ce< 于， 对 于 充分 小 的 也 这 就 给 出 了 (10-17) 


10-7 #£B5#2 SF 


现在 我 们 转 到 在 Bz" 中 任意 有 界 区域 G 中 的 问题 ， 我 们 假定 
G 的 边界 OG 是 光滑 的 ( 见 9-1 节 ). 设 P 是 可 上 一 个 纯 椭 贺 算 子 ， 
又 设 {@j} 是 一 个 边界 算 子 的 正规 组 , EE P( 见 10-1 节 )， 和 通 
常 一 样 我 们 假定 P 和 @, 的 系数 都 属于 O(G). MARNA 10-2 
节 中 做 过 的 那样 ,我 们 将 把 一 个 边界 算 子 组 {Q@)} 称 为 相对 于 卫 与 
(Q) FEE, 如 果 , 对 于 所 有 满足 


| Qu=0, Æ 0G 上 ,对 所 有 的 7 (10-53) 
hy we OG), ve C°(G) it E 7 
(Pu, v)=(u, P’v) (10-54) 


的 充 要 条 件 是 
| 10 一 0 在 8G 上 ,对 所 有 的 7 

我 们 的 第 一 步 是 去 证 明 

定理 10-23 GPs 满足 上 面 所 作 的 假设 , 则 存在 一 个 相对 于 
上 与 地 才 共 斩 的 边界 算 子 的 正规 组 ， 而 且 每 个 这 样 的 组 盖 住 己 . 
证 明 实际 上 , 定理 10-23 证 明 的 主要 部 分 早 就 给 出 了 .事实 上 ， 
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我 们 可 以 把 定理 前 证 明 化 为 定理 10-3 和 推论 10-19. 我 们 可 以 
完成 这 步 如 下 ， 设 各 是 CG 上 一 个 固定 点 , MK D, AIT 


D,= |. see, y] (10-55) 


设 及 是 一 个 旋转 ， 它 把 在 xo 点 9G 的 内 法 向 变 到 正 xm HH, S 
y 一 R(X 一 Xo)， 容 易 验 证 
D,=D,R (10-56) 


Pry, Dy) =P(y, D,) =a, Ry+ Xo) (D,R)* (10-57) 
其 中 W E R A (See). AE 


BO, £)= E oo (ER =pCro, EB) (10-58) 
类 似 地 , 我 们 令 
Q;(y, Dy) =Q, DA (10-59) 
因此 
qi(0, E) = gi(xo, ER) (10-60) 


ES ER ERT OG 4A EAB xm HH. HK, B=D) 
是 由 
六 一 tp L<k<n 
Zn =Yn PYL tt, Yn) 
给 出 的 变换 , 其 中 2 是 曲面 OG 在 xo 的 一 个 邻 域 中 的 方程 。 注意 


到 
29,0) s, 


om (10-61) 


并 且 
D,=Da® (10-62) 

其 中 dF 是 元 素 为 68;(y)/6ys 的 矩阵 . 令 

万 (2， D;) —Py, D,), Q; (2, D,) =O, (y, D,) 

Pie, D) =E a, (RD) + xo) (DA®R)* 

p P (2) ED) 的 反 函 数 . 由 等 式 (0-58), (10-60), A 
(10-61), RNA 

PO, £) =p(xo ER), G0, E) =o ER) (10-63) 
这 就 证 明了 P mQ 满足 10-3 节 的 假设 。 因 此 我 们 已 经 证 明 ， 对 
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AE 


每 个 EIA 存在 该 点 的 一 个 邻 域 .信和 BR>0， 使 得 可 以 用 一 种 
一 对 一 的 O° 的 方式 把 VG RB or 上 ， 所 以 被 变换 的 算 子 满 
足 10-3 节 的 假设 1 到 5. 于 是 , 由 定理 10-8, 存在 on 中 的 一 个 边 
RATA, CHS PS QistH. TE, REIALA 
确定 的 方式 选择 这 个 组 ， 例 如, RIAU RAY k BET 
Di ( 见 定理 10-4) 补 充 所 缺 的 算 子 去 做 出 一 个 Dirichlet 组 .因为 
组 1 站 是 正规 的 , 所 缺 的 阶 数 不 依 赖 于 vo. 因此 , 我 们 可 以 在 wa 
中 唯一 地 确定 怨 . 设 凡是 人 在 .fnG 中 的 原 象 .不 难 证 明 在 
N NAG 中 这 样 定义 的 算 子 O 与 定义 在 另 一 个 边界 点 邻 域 中 的 相 
应 的 算 子 在 任何 搭 接 的 区 域 上 是 一 样 的 。 因 此,，Q; 是 有 明确 定义 
的 并 且 在 2G 的 邻 域 中 是 无 穷 次 可 微 的 . 用 一 个 适当 的 函数 一 一 在 
OG. 的 邻 域 中 为 荆 而 在 一 个 内 部 区 域 中 等 于 零 一 一 乘 上 Qy， 就 可 
以 使 @ 的 系数 属于 O(G). tHE 10-19, QQ} BaP. Lif 
的 推理 证 明了 {Qi} REP’. 通过 把 9G 上 点 的 邻 域 映射 到 og 
E, 由 推论 10-19, 我 们 知道 任何 正规 边界 算 子 组 也 盖 住 P， 这 就 
完成 了 定理 10-23 的 证 明 . 


10-8 边界 范 数 


为 了 证 明定 理 10-7 的 一 个 全 局 性 的 对 应 的 定理 , 我们 必须 引 
进 一 个 3G 上 的 边界 范 数 . 这 可 用 几 种 方法 来 做 . 我 们 选择 了 一 
种 从 概念 上 说 是 最 容易 的 方法 , 但 不 那么 完美 . 若 9G 是 光滑 且 有 
界 的 , 则 存在 邻 域 M4, -Au 使 得 可 以 用 10-7 节 中 所 描述 的 方 
式 把 GN Ny 映射 到 on 上去, 并且 6G ASEM, 的 并 集中 . 由 
9-4 节 的 引 理 9-16, 存在 一 个 从 属于 这 个 覆盖 的 O 单位 分 解 . BE 
o EAA GC OF (GN NA) 的 单位 分 解 。 对 于 wE0*(G)， 
Eru E OM GN NT). 在 这 个 映射 下 ，txw 变 成 Cr 中 的 一 个 函数 
Cru)”. HPRH s, 我 们 定义 


<u); = > | Cx) ~ (x, 0) |? (10-64) 
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这 个 范 数 的 一 个 重要 性 质 由 下 列 引 理 给 出 . 
引 理 10-24 存在 常数 O, 使 得 

wma SClu], uE) (10-65) 
证 明 由 定理 10-10 

| Eru) ~ Cx, 0) |m- <0] Clee) | no 
Fy 9-4 节 的 引 理 9-13 和 9-14, 这 由 

Cal (Cyt) ~ | m<C3] brulan Oall mn 
MRE. X & OR ALERT 4S BAR SE sR 10-65) 

等 式 (10-64) 给 出 一 个 范 数 , 这 是 显然 的 ， 引 理 10-24 容许 我 
们 对 五 "(G0) 中 的 函数 ,对 s= om —1/2, 定义 这 种 范 数 . 我 们 有 
定理 1025 设 王 和 9 满足 10-1 节 的 假设 (组 {Qj} 不必 是 正规 
的 ), MU FFE Ae O, 使 得 

Julm <O (| Pul] 十 之 《QHL7m-m 六 is 十 | 人 ,wwE 五 "G (10-66) 


证 明 设 x 是 6G 上 的 一 点 ， 它 有 一 个 邻 域 用 ,使 得 GNWM 可 以 
被 映射 到 某 个 ROOK on 中 去 ， 并 且 不 等 式 (10-17) 成 立 ， 如 果 
有 必要 的 话 , 通过 收缩 到， 可 以 要 求 M 包含 在 定义 边界 范 数 时 用 
到 的 一 个 AV% 中 .因为 9G 是 有 界 的 ， 可 以 用 有 限 个 这 样 的 邻 域 
M1,*., M, 的 集合 来 盖 住 OG, 设 ol e, w 是 一 个 从 属于 这 个 履 
me HY OS 单位 分 解 ( 见 9-4 节 引 理 916) .在 该 映射 下 ，owxz PA 
Qi 变 成 (wu P, Q, 并 且 三 和 对 满足 10-8 节 的 假设 ( 见 10-7 
节 )， 因 此 
| Coru)” |a OP (conte) ~|| + | Conte) ~| 
十 之 |Q; Conte) ~ (x, 0) | m-m;—1/2) 


映射 回 MNG, 我 们 得 到 
| Opu l <O( P CEA | 十 | Code | 十 之 <Q; (opu) Dm-m 1/9) 


应 用 Leibnitz 法 则 和 9-4 节 的 引 理 9-15, 我们 有 
NAD 
<C(|Pul t+ [ul + Qn m1/) 

(H, 3-2 节 引 理 3-4), ， 这 就 完成 了 证 明 ， 


ee 


|m 
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10-9 紧 性 论证 


为 了 证 明 NV AN’ 是 有 限 维 的 ， 我 们 利用 一 个 与 9-2 节 的 紧 
性 论证 类 似 的 紧 性 论证 . 我 们 将 需要 
引 理 10-2%6 若 m 宇 1 并 且 

| etelm<C, k=1, 2, = (10-67) 
则 ug 在 .L(G) 中 有 一 个 收敛 的 子 序列 . 
证 明 存在 一 个 2G 的 开 覆 六 MNu MN, 使 得 可 以 用 10-7 市 中 
所 描述 的 方法 ,把 GN N RN Bl or E 与 一 个 内 部 开 集 合 Vo 
一 起 , 它们 盖 住 G， 设 {6 是 一 个 从 属于 这 个 覆盖 的 单位 分 解 ( 参 
看 9-4 节 引 理 9-16), 只 要 证 明 对 每 个 ;， 序 列 长 ys 有 一 个 在 
ZI2(G) 中 收敛 的 子 序 列 就 驶 了. 因为 bous 有 紧 支 集 ， 如 同 在 9-2 
节 中 一 样 , 由 此 推 得 {Comm} 有 这 样 一 个 子 序列 . 对 于 其 它 的 J E, 
HE (Cin) EERS on 上 的 映射 下 的 象 , 则 
| (Cj Uy) ~| mO” 
因此 ,由 于 9-4 节 的 引 理 9-13, 
| (05 te) ~ | moO" 

于 是 ， 由 8-6 节 的 定理 8-22, Cju)“ 有 一 个 在 Dor) 中 收敛 的 
子 序列 ， 因 此 ，{ 村 有 一 个 在 到 (GD 中 收敛 的 子 序列 。 这 就 完 
成 了 证 明 . 

一 旦 我 们 有 了 引 理 10-26, N 是 有 限 维 的 这 个 性 质证 明 起 来 
就 简单 了 .事实 上 , Buk N 中 的 一 个 函数 序列 ,使 得 在 L?(G) 
中 以 >w， 由 定理 10-25, {wx} 是 HCG) 中 的 一 个 Cauchy 序列 . 
因此 uE H” (Œ, Pu=0, FH ui eS (10-1). KE N Æ 
I2(G) 中 的 闭 包 N 是 由 这 种 函数 组 成 的 (实际 上 我 们 将 证 明 
太 = 六 ， 但 是 这 里 我 们 不 必 知 道 这 点 ). 设 {ww} 是 中 的 一 个 有 
界 序列 ， 于 是 , 由 定理 10-25, {uz} 满足 不 等 式 (10-67)。 由 于 引 
理 10-26, 它 有 一 个 在 DG) 中 收敛 的 子 序列 . 
HAN 是 一 个 Hilbert 空间 ， 从 8-5 节 的 定理 8-17 立即 得 
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到 想 要 的 结果 ， EN 的 情形 ， 我 们 利用 Q) 盖 住 P 这 个 事实 
(定理 10-23), 然后 用 同样 的 方法 继续 进行 . 

为 了 完成 定理 10-1 的 证 明 , 我 们 仿照 9-2 节 中 的 推理 , 首先 ， 
我 们 注意 到 
引 理 10-27 + uc H” (G) 满足 等 式 (10-1)， 并 且 Pu=0, W 
uc N, 
证 明 ”由 83-1 节 的 定理 8-1, RAE uco (O. AT uy u ir 
于 CO”(G)， 只 要 证 明 每 个 XoE0G 有 一 个 邻 域 Y， 使 得 wE 
C(s ns) 就 够 了 , 取 这 个 邻 域 如 此 地 小 ,使 得 可 以 用 10-7 节 中 
所 描述 的 方式 把 .NNG 映射 到 oz 中 去 ， 设 ww 家 示 在 这 个 映射 
下 包 的 象 ， 设 <R<R ARG E O” (Gp) 在 or 中 等 于 1 而 在 
[x| = 及 附近 等 于 零 ， 若 v€ Or, RNA 

(PCD, Pv) +E <Q U), QIm_m_13=0 

Ee, Cu 满足 定理 10-8 的 假设 ， 这 就 证 明了 对 于 某 个 BR"'>0， 
VEO” (Tr). Ae, 对 于 基 个 邻 域 AN”, RIIA uE EAN). 
这 就 完成 了 证 明 . | 

现在 我 们 转 来 证 明定 理 10-1 WA 4 M 表示 满足 等 式 
(10-1) HA ul N 的 那些 函数 xE”(G) 构 成 的 集合 . 类 似 地 ， 
BM HRB BER 10-4) HAA OLN’ 的 那些 函数 v cH”) 
构成 的 集合 .我 们 断言 
引 理 10-28 存在 常数 O, 使 得 


jula <0 Pul, “EM (10-68) 
Jola sC] Po], vE W (10-69) 

证 明 “车 (10-68) 不 成 立 , 就 应 该 有 一 个 序列 {en} 了 ,使 得 
feu|m=1, Pulo (10-70) 


由 引 理 10-26, 存在 一 个 子 序列 (还 用 {wx} 来 表示 ), 它 在 Le G) P 
收敛 , 由 定理 10-25, 这 个 子 序列 在 AG) Hk —P Cauchy FF, 
因为 Mz 互 "(G) 的 一 个 闭 子 空间 , 极限 人 就 在 M 中 ， 为 一 方面 
Pu 一 0， 从 而 wEN， 因 此 ， 我 们 一 定 有 % 一 0。 但 是 由 (40-70)， 
上 zj 二 i。 这 个 矛盾 就 证 明了 (10-68)，。 类似 的 推理 给 出 (10-69). 
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51 10-29 #uc A"(@), f E07), HH 
(Pu, Po) +E<Qu, Qi m—m-sja= (f, v), VEO”) 
(10-71) 
m uco. 
证 明 Aa PP 是 椭圆 型 的 , IFA u P’Pu=f See, RIK 
道 VE (C (G) (3-1 45 EM 8-1). 为 证 明 本 引 理 ， 只 要 证 明 ， 每 个 
XxoE 2G AF —AAB NM, BR UE C™ (GN WV), 遵循 着 引 理 10-27 
的 证 明 ， 我 们 用 10-7 Ae BRAT REGNAN EA or E F 
是 , RIBS u WR ue ERE 10-8 的 假设 , 由 此 我 们 可 以 引出 
ASE BA. | 
现在 我 们 假定 “EC”(G) 满 足 (10- 蕊 并 且 Pu=f. 那么 Æ 
vEN’, iS xt (10-3), BINA 
(f, v) = (Pu, v) = (u, P’v) =0 
因此 SIN’, 反之 , Be SLI. MF 2E NM’, w, 力 是 一 个 有 
FR PES BR C5] BE 10-28), 由 Fréchet-Riesz 表示 定理 (1-5 节 定 
理 1-5), 存在 一 个 wE 有 MM', 使 得 
(vo, = Pw, Pw), ve M’ (10-72) 
MF VEN’, 这 也 是 对 的 .因为 H”"(G) 中 每 个 满足 等 式 (10-4) 的 
函数 是 型 ′ 中 一 个 函数 和 NV” 中 一 个 函数 的 和 ， 对 于 所 有 这 梓 的 
v, 等 式 (10-72) 成 立 ， 应 用 引 理 10-29, 我 们 得 出 结论 wE, 
FAM Fu=P'w 有 类 似 的 结论 。 应 用 定理 10-1 的 1， 我 们 看 到 
u 是 (10-1) 和 Pwu= 了 的 一 个 解 . 对 于 9 可 以 做 类 似 的 论证 . 
在 完成 定理 10-1 的 证 明 时 , 我们 将 利用 
定理 10-30 F JE 天 (GD 并且 f1N， 则 存在 一 个 满足 等 式 
(10-1) By we AG), HFG Pu=f He A uN, | 
证 明 存在 OG) 中 的 一 个 函数 序列 (ft, CH DG) pie 
到 f (4-6 节 引 理 4-17), BANE PG) 中 的 一 个 闭 子 空间 ， 
Se= fiet fi HALEN’ tt fi LN’. 于 是 
Fe—F P= PF Pe Pe? 


。 264 o 


因此 在 PG) ff. Ae N' COG, ti fi 这 也 是 真 
的 .由 定理 10-1 的 结论 4， 存在 一 个 满足 等 式 (10-- 作 和 Pu = fi, 
的 UEO”. RATAR UEM, 由 引 理 10-28, 我 们 知道 {ur 
在 A" (G) 中 构成 一 个 Cauchy 序列 . 它们 的 极限 % 显然 在 MB, 
并 满足 Pu=f. 这 就 完成 了 证 明 . 

现在 我 们 来 证 明定 理 10-1 的 结论 5. 假定 EL(G), fE 
0~(G)， 以 及 对 于 所 有 满足 等 式 (10-4) 的 函数 2€0”(G)， 等 式 
(10-6) R. ANTS we’ tu", 其 中 WEN Tw LN BR, wo! 也 
满足 等 式 (10-6). 显然 了 1 N“. 因此 , 存在 一 个 满足 Pu =f 的 WE 
(ONM. A, HFAA vE NM 我 们 有 

(w — u, P’v) =0 

存在 CO”~(G) 中 的 一 个 函数 序列 fot, 它 在 LO PCS w u, 
我 们 可 以 取 ge LN ( 见 定理 10-30 的 证 明 ), 由 定理 10-1 的 结论 4 
存在 一 个 wEC”(G) 由 nM'， 使 得 Plu,= gy. WIE, HEA k, 
(w — u, 9.) =0, RRE, 我 们 看 到 ww =u,CO(G), AAu=u'+u", 
WA u” CN, 结果 就 得 到 了 . 


>] 题 
10-1 证 明 引 理 10-2, 
10-2 证 明定 理 10-4 蕴含 着 定理 10-3. 
10-3 验证 定理 10-4 证明 中 最 后 一 个 事实 ， 
10-4 证 明 引 理 10-6, 
10-5 证 明 推 论 10-12, 
10-6 证 有 明 不 等 式 (10-26). 
10-7 证 明 等 式 《10-31). 
10-8 LEW Sst 10-32) SG a, SFE, 
10-9 FEA (10-33) 4 (10-34), 
10-10 补充 10-5 节 中 给 出 的 定理 10-8 的 证 明 的 细节 。 
10-11 证 明 等 式 (10-42). 
10-12 证 明 等 式 (10-56). 
10-13 证 明 等 式 (10-61) 和 (10-62)， 
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10-14 qEBKCP)'=(P'). 

10-15 证 明 ( 呈 一 (CD 是 比 己 低 阶 的 ( 算 子 ) 。 

10-16 证 明 等 式 (10-6 纪 定义 一 个 泄 数 。 

10-17 WEH M P M 是 Hm"(G) 的 闭 子 空间 ， 

10-18 证 明 不 等 式 (10-69)， 

10-19 为 什么 在 定理 10-30 的 证 明 中 我 们 可 以 取 w€ M? 
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